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Chapitre 1

Introduction

Le sujet de ma thése concerne 1’étude mathématique de modéles biologiques,
principalement en écologie évolutive. Elle s’inscrit dans un contexte de rappro-
chement entre biologie et mathématiques, qui a permis, et permet toujours, des
avancées tangibles dans de nombreux domaines : la médecine, 1’épidémiologie,
I’écologie, etc. En retour, ce rapprochement a suscité de nouveaux développe-
ments dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées.

Cette thése porte plus spécifiquement sur des problémes de dynamique des
populations, une branche qui vise & décrire et prédire comment évolue au cours
du temps Deffectif (ou la densité) d’une population. Il peut s’agir d’animaux, de
végétaux ou encore de micro-organismes (bactéries, cellules, ...).

En écologie, on s’intéresse également a la répartition de cette population en
espace. On étudie ainsi les questions liées a ’extinction, la survie et 'invasion
d’une espéce dans un environnement donné.

La situation devient autrement plus complexe lorsqu’on prend en compte
I’aspect évolutif. Une population, au cours de sa migration, peut ainsi s’adapter,
par mutations successives, a des environnements de plus en plus hostiles, pour
au final survivre dans des conditions extrémes. Ce double aspect migration-
mutation est une des questions centrales de ’écologie évolutive.

Les invasions biologiques en écologie évolutive sont de toute premiére impor-
tance face & de nombreux défis actuels : certaines sont souhaitables (adaptation
d’espéces a des changements climatiques ou environnementaux), d’autres indé-
sirables (espéces invasives, résistance d’une bactérie a un antibiotique).

Notre objectif est d’étudier cette dynamique d’invasion a travers une analyse
mathématique rigoureuse des modéles biologiques associés. Jusqu’a présent, la
plupart des modéles ont mis en jeu des gradients environnementaux linéaires
(température, altitude, ...). Un de nos principaux axes de recherche concerne le
cas d’une population confrontée & un gradient non-linéaire, plus représentatif
des situations réelles.
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1.1 Contexte biologique et modélisation

1.1.1 Principes généraux et quelques définitions
Historique de la biologie évolutive

En Europe, les sciences ont connu un véritable essor a partir du XV¢ siécle :
on étudiait alors les mathématiques, la physique, ’astronomie, l'optique, ou en-
core la chimie. Toutefois, I’étude des étres vivants ne s’est réellement développée
en tant que science qu’a partir du XIX® siecle. Outre le fait que la vie était consi-
dérée comme l'ultime domaine du sacré, ’expérimentation sur le vivant est plus
complexe et les résultats sont souvent plus longs a apparaitre : il faut attendre
qu’un arbre ait poussé ou qu’un animal ait grandi. C’est encore plus vrai pour
étudier I’évolution des espéces, dont 1’échelle de temps correspond au millier
voire au million d’années.

Le naturaliste Charles Darwin, considéré comme le pére fondateur de la
biologie moderne, compensa ce défaut d’expérimentation par une méthodolo-
gie rigoureuse basée sur l'observation. Au terme de cinq années de voyages, il
multiplia les exemples convergents comme autant de preuves de sa théorie de
I’évolution. Son ouvrage De [’origine des espéces, publié en 1859, repose sur trois
grands principes qui sont toujours d’actualité :

— La diversité d’un caractére qu’on observe au sein d’une espéce (comme la
taille du cou parmi les girafes).

— La sélection naturelle : les individus avec le caractére le plus adapté sont
privilégiés pour la survie (avoir un long cou permet d’accéder a plus de
nourriture).

— L’hérédité de ce caractére (les girafes au long cou engendreront des girafes
avec une morphologie “similaire”).
Ces concepts étaient déja bien connus des contemporains de Darwin. Son inno-
vation est d’avoir rassemblé ces trois principes dans un ensemble global et uni-
versel : les espéces sont toutes apparentées, a des degrés divers, et la naissance
ou la disparition d’espéces est le résultat de la sélection naturelle (cf paragraphe
Ecologie évolutive plus loin).

Le principal obstacle de la théorie de Darwin était de ne pas pouvoir déter-
miner l'origine de la variation des caractéres qu'on observe. Il a fallu attendre
le début du XX siécle pour découvrir les chromosomes, leur réle en tant que
support de tous les caractéres (ce qui prouve I’hérédité), et les mutations affé-
rentes aux divisions cellulaires (ce qui explique la diversité des caractéres). La
génétique a permis de confirmer les travaux de Darwin. La sélection naturelle
n’est plus une théorie : c’est une loi.

Pour une espéce donnée, chaque interaction avec I’environnement ou avec une
autre espéce fait intervenir la sélection naturelle pour favoriser certains traits
de certains caractéres, ou en défavoriser d’autres. Ces nombreuses interactions
conduisent certaines espéces a développer des stratégies étonnantes : coopéra-
tion, parasitisme, mimétisme, cannibalisme, ou encore autotomie (amputation
d’un organe pour échapper & un prédateur, comme la queue chez le lézard).

Par exemple, la femelle coucou profite du nid d’autres espéces d’oiseaux,
comme les rousserolles. Imitant le cri d’un prédateur pour faire fuir temporai-
rement les parents, elle dévore un de leurs ceufs et pond le sien a la place (leurs
ceufs sont trés similaires). Méme aprés 1’éclosion, les parents restent dupes et
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nourrissent le bébé coucou (cf Figure , tandis que ce dernier attaque les
autres ceufs et oisillons quand les parents sont absents. Pour contrecarrer ce
plan, la femelle du Mérion superbe a développé une stratégie encore plus éton-
nante : elle apprend un chant a sa progéniture alors méme qu’ils n’ont pas encore
éclos. Ce chant sert de mot de passe : seuls les oisillons qui reproduisent ce chant
recoivent de la nourriture!

FIGURE 1.1 — Une rousserolle nourrissant un bébé coucou. Source : Wikipédia.

L’évolution des étres vivants

De nos jours, on peut valider la théorie de I’évolution par des expérimenta-
tions rigoureuses sur les micro-organismes (comme les bactéries), pour lesquelles
les mutations se produisent & une échelle de temps suffisamment courte. En voici
les grandes lignes.

— Le génotype constitue 'ensemble de notre bagage génétique, contenu dans

nos chromosomes. Il est propre a chaque individu (sauf pour les vrais
jumeaux).

— Le phénotype désigne ’ensemble des caractéres observables d’un individu :
la couleur des yeux, la pilosité, mais aussi des caractéres plus “cachés”
comme le taux d’hormones ou d’hémoglobines. Le phénotype est déterminé
par le génotype, mais ’environnement joue également un réle : un jumeau
qui passe une journée au soleil sera plus bronzé que son frére resté a
I'ombre.

— Un caractére (phénotypique) désigne un des caractéres observables sus-
cités.
— Un trait (phénotypique) représente une valeur ou une variation spécifique

d’un caractére phénotypique : une taille de 180 c¢m, des cheveux blonds,
etc.

— La reproduction permet de transmettre son génotype a ses descendants.
S’il s’agit d'une reproduction asexuée (comme les divisions cellulaires), la



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

totalité du génotype est transmis. Dans le cas d'une reproduction sexuée
(comme la plupart des animaux), chaque parent transmet la moitié¢ du
génotype a son enfant.

— La sélection naturelle désigne le fait que les individus ayant un trait avan-
tageux pour la survie et/ou la reproduction voient leur proportion s’ac-
croitre au fil des générations (si le caractére correspondant est héréditaire).

— La ﬁtnesslﬂ (ou waleur sélective) mesure la capacité d’un trait (ou d’un
géne) a persister a la génération suivante. Si on regarde l’ensemble des in-
dividus présentant ce trait, il s’agit du nombre moyen de leurs descendants
qui atteignent ’age de se reproduire. La fitness est plus élevée si le trait
procure un avantage a la survie et/ou a la fécondité. La fitness est donc
une fagon de mesurer le succés d’un trait face a la sélection naturelle.

— Une mutation est une modification rare et aléatoire de ’ADN lors de sa
recombinaison (si reproduction sexuée) ou au cours de la division cellulaire.
Elle est héréditaire si elle affecte des cellules destinées a la reproduction
(ovules et spermatozoides chez ’humain).

Ce processus de mutation permet donc ’apparition de traits avec une meilleure
fitness au sein d’une population. Aprés plusieurs générations de sélection na-
turelle, ce trait devient majoritaire et finit par éclipser les autres (on parle de
fization du trait). On peut alors dire que I’espéce entiére a évolué. La sélection
naturelle permet donc, & terme, de conserver uniquement les individus ayant la
meilleure fitness.

Chez les primates, lorsque PADN des parents est transmis & l’enfant, on
estime que cet ADN a subi environ 100 mutations [55| (200 chez l’étre hu-
main [129]). Rapporté au nombre total de naissances, on pourrait croire que
I’évolution des primates devrait étre trés rapide. La réalité est plus complexe :

— Une mutation peut affecter un endroit “inutilisé” de I’ADN, ou alors ne
pas altérer I'information encodée par ’ADN (mutation silencieuse).

— Cette mutation peut n’avoir aucun effet sur le phénotype (par exemple si
lalléle est récessif : une mutation qui change les alléles AA en AO ne mo-
difiera pas le groupe sanguin A de l'individu car lalléle A est dominant).

— Le phénotype modifié peut n’avoir aucune incidence sur la fitness de l'in-
dividu, voire méme avoir un impact négatif : la sélection naturelle forcera
alors sa disparition ou celle de ses descendants.

— Enfin, méme lorsque ce phénotype procure un avantage sélectif, I'individu
concerné peut mourir avant d’avoir eu des descendants : un prédateur, une
maladie, etc.

Méme lorsque toutes les conditions sont réunies, le temps nécessaire a la fixation
du trait avantageux peut prendre un trés grand nombre de générations, surtout
si la population totale est élevée. Cela explique la relative lenteur de I’évolution
au sein d’une espéce : le dernier ancétre commun des chimpanzés et de Homo
Sapiens a disparu il y a environ 6 millions d’années, et pourtant nous partageons
99% de notre génome avec eux.

En guise de conclusion sur le sujet, voici une citation emblématique de la
biologie évolutive :

1. Vient de I’expression “survival of the fittest” : la survie du plus apte.
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“La sélection naturelle recherche, a chaque instant et
dans le monde entier, les variations les plus légeres ; elle
repousse celles qui sont nuisibles, elle conserve et accu-
mule celles qui sont utiles; elle travaille en silence, in-
sensiblement, partout et toujours, dés que l’occasion s’en
présente, pour améliorer tous les étres.”

— Charles Darwin

Ecologie

L’écologie consiste & étudier la répartition en espace et en temps d’une popu-
lation, ce qui implique notamment d’étudier ses interactions avec son environne-
ment. Par environnement, on désigne tous les facteurs extérieurs qui influencent
cette population. Ces facteurs peuvent étre d’ordre physico-chimique : tempéra-
ture, luminosité, altitude, composition du sol, ... mais aussi d’ordre biologique,
c’est-a~dire les interactions avec les autres espéces présentes. Ces interactions
peuvent avoir un impact positif, neutre ou négatif sur la population qu’on consi-
dére, cf Figure Bien siir, la compétition entre deux individus d’une méme
espéce existe aussi. Le monde vivant peut donc étre décrit comme un immense
réseau d’interactions entre organismes.

1/

Mutualisme
& S

Parasitisme Compétition
"Ju:' (=] - o=

FIGURE 1.2 — Exemples d’interaction entre espéces, selon que l'interaction soit
bénéfique ou néfaste pour une espéce, ou les deux.

Ainsi, en dehors du cadre expérimental (boite de Petri), 'environnement,
au sens large, présente de multiples variations a des échelles trés diverses. Une
espéce ne pourra pas survivre partout, et sa répartition spatiale se limite donc
aux zones oil ’environnement lui laisse des conditions suffisamment favorables.
Cependant, les ressources de tout environnement sont limitées. Cette compé-
tition pour les ressources pousse certains individus & se déplacer pour trouver
un environnement plus favorable (moins peuplé ou avec plus de ressources).
Ainsi, toute espéce, au fil des générations, tend & envahir les milieux qui lui sont
favorables : on parle d’invasion (biologique).

Il est remarquable que la migration et I'invasion concernent en fait tout
étre vivant : les plantes, bien qu’immobiles, emploient divers mécanismes pour
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que leur descendance puisse migrer loin d’eux (pour limiter la compétition).
Par exemple, les pissenlits répandent leurs graines grice au vent, tandis que
les arbres fruitiers utilisent les animaux qui mangent leurs fruits pour disperser
leurs graines. Les micro-organismes peuvent également se mouvoir, certains le
font méme & une vitesse stupéfiante : la bactérie Escherichia Coli peut ainsi
“nager” & environ 25 pm par secondeEL cf Figure

__ - I
.-;\i'-’__& Zé Ligne drﬁi\te | / )/ \\
! *~. _ Ligne droit #\“‘#\
Rotation s:ne b \\K /

Carreas By

FIGURE 1.3 — A gauche, les mécanismes de mouvement d’une bactérie E. Coli :
elle alterne une phase de mouvement en ligne droite et une phase de rotation
avec un angle aléatoire. A droite, le mouvement d’une bactérie dans un milieu
hétérogéne : I'angle de rotation reste aléatoire mais favorise en moyenne les
déplacements vers le milieu favorable (en vert). Sources : cronodon.com et [139].

Ecologie évolutive

Il y a encore trente ans de cela, ’écologie et la biologie évolutive étaient consi-
dérées par certains comme des disciplines séparées. L’évolution était synonyme
d’un processus lent, tandis qu’une invasion biologique se déroulait comparati-
vement & une vitesse fulgurante. On sait aujourd’hui que la situation est plus
complexe, et que ces deux concepts sont étroitement liés & plus d’un titre.

Supposons qu’une espéce a envahi deux sites A et B contigus. Sur chaque
site, elle s’adapte par sélection naturelle & ’environnement local de ce site. Si
on regarde un caractére phénotypique particulier, les individus du site A vont
présenter un trait moyen ¢4 et ceux du site B un trait moyen tp, qui peut étre
distinct de t4 de fagon signiﬁcativeEl

Par exemple, les mouches a haute altitude possédent des ailes plus longues
que leurs consceurs a basse altitude, cf Figure [[.4] Une des causes de cette
sélection naturelle est la raréfaction de I'air avec laltitude : une mouche aux
ailes courtes devra battre plus souvent des ailes donc dépenser plus d’énergie
que ses congénéres aux ailes longues. A 'inverse, une mouche adaptée a la haute
altitude qui se retrouve a basse altitude aura des ailes inutilement longues : elle
dépensera plus d’énergie pour arriver au méme résultat.

On pourrait croire que I'invasion précéde toujours 'adaptation : si au départ
les mouches se trouvaient uniquement a basse altitude, elles auraient colonisés
les hautes altitudes, certes avec une mauvaise fitness car leurs ailes sont courtes,
mais la sélection naturelle aurait peu a peu favorisé les ailes les plus longues.
Toutefois, des expérimentations sur des bactéries ont montré qu’une invasion

2. elle parcourt ainsi 12 fois sa taille chaque seconde. A taille humaine, elle réussirait le
100 métres a la nage en 4 secondes a peine!

3. En continuant une telle série avec des sites C', D, ... on peut arriver au point que les
populations des sites extrémes sont si différentes qu’elles ne sont plus interfécondes.
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FIGURE 1.4 — Variations de la longueur des ailes des mouches drosophiles méles
et femelles en fonction de I'altitude. Les observations ont été réalisées a I’archipel
d’Hawal. Source : [107].

peut se produire par a-coups : I'invasion peut étre bloquée a partir d’un certain
point & cause d’une fitness trop faible, jusqu’a ce qu’une adaptation pour une
meilleure fitness se produise et permette d’envahir un peu plus loin, et ainsi de
suite. L’adaptation et 'invasion sont alors des phénomeénes conjoints.

Il arrive aussi que I'adaptation soit facilitée par I'invasion : les bactéries E.
Coli peuvent notamment acquérir en 14 jours une résistance extréme, si on leur
permet d’envahir des zones de plus en plus concentrées en antibiotiquelﬂ Par
contre, si on leur impose de passer directement d’une zone sans antibiotique a
une zone trés concentrée, la mutation conférant une résistance adéquate met
beaucoup plus de temps a apparaitre.

Une autre conséquence cruciale de ’écologie évolutive est la spéciation, i.e.
I’apparition de nouvelles espéces. Le cas le plus courant est celui d’une spéciation
liée & une séparation abrupte d’un environnement en deux sites trés distincts I'un
de l'autre, cf Figure C’est par de tels mécanismes qu’on observe aujourd’hui
une telle diversité des espéces, ainsi que leurs liens de parenté.

Sur la Figure on pourrait se demander pourquoi 'espéce A ne s’est pas
dés le départ scindée entre les deux sites pour s’adapter & leurs conditions lo-
cales, et ainsi avoir une meilleure fitness. Une telle spéciation, dite sympatrique,
est également possible, mais plus rare. Le fait que les individus puissent migrer
librement entre les sites bleus et rouges limite 'adaptation aux conditions lo-
cales. En effet, il y a un flux incessant d’individus du site rouge qui se rendent
vers le site bleu (et vice versa). Ces individus sont mal adaptés aux conditions de
leur nouveau site, mais parviennent quand méme a se reproduire (si leur fitness
n’est pas trop faible). Ainsi, sur chaque site, une proportion d’individus mal

4. Nous renvoyons a la vidéo instructive et éclairante de ’expérience en question : https:
//www . youtube . com/watch?v=plVk4NVIUh8


https://www.youtube.com/watch?v=plVk4NVIUh8
https://www.youtube.com/watch?v=plVk4NVIUh8
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Species A —=> Species' W, Species ‘=>
A’ AT ]

FI1GURE 1.5 — Cas type d’une spéciation dite allopatrique. L’espéce A est initiale-
ment présente dans un environnement présentant une hétérogénéité importante.
Puis 'environnement est définitivement coupé en deux sites sans migration pos-
sible entre eux. Aprés adaptation aux conditions locales, 1’espéce A a donné
naissance a deux espéces différentes B et C. Source : [133].

adaptés peut persister, empéchant la fixation d’un trait optimal. Ce brassage
génétique limite donc 'adaptation. Ce méme phénomeéne peut également limiter
voire bloquer une invasion.

Pour conclure, a titre de curiosité, il est également possible que deux espéces
différentes fusionnent en une seule. On parle de “spéciation a I'envers”. Ce phé-
nomeéne a été observé chez deux espéces de saumons Coregonus des lacs alpins,
I'une vivant en eaux profondes, et I'autre plus proche de la surface. L’activité
humaine a appauvri le fond des lacs en ressources, et forcé la premiére a re-
monter, ou elle s’est hybridé avec la seconde. Cela s’est déroulé en 'espace de
quelques décennies, prouvant que I’évolution peut étre rapide en cas de change-
ment brutal.

1.1.2 Premiers modéles de dynamique des populations

Nous reprenons ici les termes de Samuel Nordmann [120] : “Un modéle est
une expérience de pensée, un cadre représentatif idéalisé, reconnu approximatif
et schématique, qui propose un point de vue (parmi d’autres possibles) sur un
phénomeéne. Un modéle doit, d’une part, pouvoir rendre compte du phénomeéne
étudié de maniére précise. D’autre part, un modéle doit également satisfaire un
critére de simplicité et d’esthétique. A la maniére d’un bon croquis, un modéle
doit obtenir un maximum de ressemblance en un minimum de traits.”

La modélisation mathématique

Le physicien Isaac Newton, “en voyant la pomme tomber”, ne s’est pas arrété
a cette simple observation. Il a surtout formulé un modéle, une équation qui per-
met de prédire avec une bonne précision le mouvement de la pomme (selon son
poids, son altitude initiale...). Mieux : il a inclus ce modéle dans une théorie glo-
bale de la gravitation qui permet, toujours avec une bonne précision, d’expliquer
et de prédire le mouvement des corps a I’échelle macroscopique, notamment des
planétes.

Pour construire un modeéle, il faut obligatoirement faire des hypothéses sim-
plificatrices : la pomme est réduite & un point (ce qui est raisonnable comparé
a la taille de la Terre qui lattire), les frottements de lair sont négligés, etc. Le
modéle ne sera donc qu’une approximation de la réalité, et c’est le choix des
hypothéses qui détermine le modéle obtenu.
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— Plus on fait d’hypothéses, plus le modeéle est simple et facile & étudier.
Toutefois, ce modéle risque d’étre trop éloigné de la réalité, et donc d’étre
inexploitable.

— A l'inverse, faire trop peu d’hypothéses reviendrait 4 un modéle certes trés
proche de la réalité, mais trop complexe pour une étude mathématique,
et il ne s’appliquerait pas a d’autres phénomeénes.

Il faut donc choisir les hypothéses qui garantissent un bon équilibre entre préci-
sion et simplicité du modéle. On peut alors en faire une analyse mathématique
et obtenir des informations totales ou partielles sur la solution, cf Figure En
comparant ces informations avec ce qu’on observe dans le monde réel, on peut
vérifier si le modéle est une bonne approximation de la réalité, et le cas échéant
I’'utiliser pour faire des prédictions.

Simplification si modele validé
Phénoméne Modéle I Prédiction
concret mathématique
Analyse
Validation puis
interprétation Informations sur

la solution

FIGURE 1.6 — Description des différentes étapes de la modélisation mathéma-
tique. A mesure que la recherche en mathématiques progresse, nous disposons
de plus en plus d’informations sur des modéles de plus en plus complexes.

La dynamique des populations

La dynamique des populations a pour objectif d’étudier l’évolutionﬂ d’une
ou plusieurs populations d’étres vivants. Nous considérerons uniquement ici des
modéles déterministes, et plus précisément a des équations différentielles. Un
modeéle sera donc une équation oul 'inconnue est I'effectif ou la densité d’une
population au cours du temps. Des modéles plus complexes décrivent aussi com-
ment évolue la répartition de cette population en espace, en phénotype, etc.

Les modéles que nous étudierons peuvent s’appliquer, avec plus ou moins de
pertinence, a des espéces animales, végétales et méme a des micro-organismes.
Il peut paraitre déroutant que des étres vivants si variés obéissent a la méme
équation. En réalité, les étres vivants sont soumis & beaucoup de lois communes :
migration, mutation, reproduction, sélection naturelle et mort. Leurs différences
ne se situent pas tant sur le plan qualitatif, mais sur le plan quantitatif : une
bactérie se déplace moins vite qu’un animal mais la loi générale est la méme.
En adaptant les valeurs des paramétres ou en faisant un changement d’échelle,
un méme modéle peut donc s’appliquer & des cadres variés.

Pour affecter la bonne valeur & chaque parameétre, une approche statistique
est nécessaire afin de faire correspondre le mieux possible la solution du modéle
a ce qu’'on observe. Dans ce travail, nous garderons des constantes générales

5. Ici il faut comprendre évolution en fonction du temps, et non évolution génétique.
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pour les paramétres afin de permettre 1'utilisation des modéles dans le contexte
le plus large possible.

Un modéle discret

On considére une population, dont on note N (¢) le nombre total d’individus
au temps ¢t > 0. On suppose que pendant un intervalle de temps At, on obtient
une variation de la population selon le modéle :

AN(t) = N(t + At) — N(t) = bN(t)At — dN(t) At . (1.1)
i morts

Autrement dit, pendant Uintervalle At, il y a bN (t)At individus qui naissent et
dN (t)At d’entre eux qui meurent|’} Les constantes b, d > 0 sont respectivement
le taux de naissance et le taur de mortalité.

Par exemple, si N(t) représente une population de cellules, comme une
cellule-mére se divise en deux cellules-filles, on aurait dans ce cadre b = %, ouT
est le temps moyen d’un cycle de reproduction de cellules (environ 24h pour les
cellules humaines). En effet, avec At = T', on retrouve bien que bN (t) At = 2N (t)
cellules-filles sont nées (deux par cellule-mére). En revanche, les cellules-méres
“meurent” au cours de la reproduction, et on doit donc prendre d = %, car apreés
un cycle de reproduction, il y a bien dN(t)At = N(t) cellules-méres qui sont
“mortes”. Ainsi entraine que N(t + T) = 2N(t) : il y a deux fois plus de
cellules aprés un cycle. C’est une croissance exponentielle.

Le modéle (1.1)) est un modele discret : étant donné une population initiale
N(0) = Ny > 0, on ne peut calculer que la suite Ny := N(kAt) pour tout k € N.
Ce modele est bien adapté aux espéces ayant un rythme de reproduction bien
précis. Pour des fleurs (dont le cycle est saisonnier) on peut considérer que At
équivaut & un an, et que IV} est le nombre total de fleurs pendant ’année k.

Cependant, de nombreuses espéces présentent une loi de croissance diffé-
rente. Les adultes de ’année k ne sont pas tous morts & la fin de I'année k. La
population & année k 4+ 1 comprend donc des individus nés a 'année k + 1, a
lannée k, & Pannée k — 1, etc. Ce chevauchement de générations implique que
N1 est une fonction de Ni, Ni_1... ce qui complique l'analyse ou nécessite
de faire des hypothéses trés simpliﬁcatricesm Dans tout le reste de cette thése,
nous considérerons donc des modéles continus.

Modéle de Malthus (continu)

Dans un modéle continu, la population totale N(¢) est calculée pour toute
valeur du temps ¢ > 0 (et non plus les kAt avec k entier). Le modéle continu
équivalent a s’obtient en divisant I’équation par At et en passant a la limite
At — 0. On obtient alors, en posant r =b—d :

N'(t) =rN(t), = N(t) = Noe". (1.2)

6. Cela suppose que ces quantités soient proportionnelles & 'intervalle At et au nombre
d’individus N (t), ce qui est assez naturel en premiére approximation.

7. Fibonacci a par exemple utilisé sa fameuse suite N1 = Nj + Np_1 pour modéliser la
croissance d’une population de lapins : le nombre de lapins & l’année k + 1 correspond a tous
ceux de l’année k (pas de mort), auxquels on ajoute un enfant par lapin “mature” a année
k + 1 (ne sont matures que les lapins qui sont nés a ’année k — 1 ou avant, donc Ny _1).
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Ce modéle, fondateur de la dynamique des populations, a été posé par le démo-
graphe et économiste Malthus en 1798. Si r < 0 (b < d), il y a plus de morts
que de naissances : la population N(t) tend vers zéro en temps long. On parle
alors d’extinction. En revanche, si r > 0 (b > d), la population N(t) augmente
de maniére exponentielle jusqu’a Uinfini (si Ny > 0).

En temps long, ce modéle n’est donc pas réaliste. Lorsque la population
totale est trop importante, les ressources de ’environnement se raréfient : les
individus sont donc en compétition forte pour survivre, ce qui augmente le taux
de mort. Nous verrons dans le paragraphe suivant comment tenir compte de
cela dans nos modéles.

Néanmoins, tant que I’environnement dispose de suffisamment de ressources,
on peut observer une croissance assez proche de l’exponentielle. On la retrouve
par exemple dans la croissance de la population mondiale, cf Figure

7.7 hillion in 2019

T bilian 7 billion in 2311

E bilion & billion in 1999

& bilian 5 billion in 1987
4 bilion 4 billignin 1975
\ 3 billion in 1960

2 billlen in 1928

2 bilion

1.65 ballion in 1800

990 million in 1800
00 million in 1700

190 million Inthe "?;' O Wi 141h cantury: The Black Desth

4 million in 10,000 BGE B e sardsrmic in Eurape hilts 200 mifon peasle.

T”.DD'J BCE 2,000 BCE 6,000 BCE 4,000 BCE 2,000 BCE 0 2000

FIGURE 1.7 — Evolution de la population mondiale de I’an -10000 & nos jours
(données approximatives avant 1950). Source : Our World in Data.

Définition. Au temps ¢, la variation infinitésimale de la population totale est

donc rN(t). Il est souvent commode de diviser cette quantité par N(t), pour
avoir TIJ\;[((;)) =r, le taux de croissance par téte. C’est la contribution (infinitési-

male en temps) de chaque individu a la variation de la population totale.

Hypothése. Dans la suite, on supposera toujours que r > 0 (le cas r < 0 meéne
a Uextinction tandis que le cas r = 0 est trivial). Par ailleurs, on considérera
uniquement des modeéles continus avec une population initiale Ng > 0.

Modéle de Verhulst (ou modéle a croissance logistique)

Nous avons vu que le modéle (1.2) est non pertinent en temps long car
il suppose que l'environnement dispose de ressources infinies. Un modéle plus
vraisemblable a été introduit par Verhulst en 1838 :

N'(t) = rN(t) (1 - zx;(;)) . (1.3)
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La population est a I’équilibre lorsque N’ = 0, i.e. lorsque N = 0 (extinction)
ou N = K. La constante K est appelée capacité biotique de I’environnement :
c’est la quantité d’individus que I’environnement peut accueillir durablement. La
capacité biotique dépend ainsi des ressources renouvelables que I’environnement
peut offrir.

Le taux de croissance par téte du modéle li vaut r (1 — %) Lorsque

N(t) < K, les ressources sont abondantes, ce taux est proche de r, le taux du
modéle de Malthus : la croissance est alors “quasi” exponentielle. Lorsque la
population totale N(t) augmente, le taux décroit jusqu’a devenir négatif. C’est
ce qui traduit la compétition des individus pour les ressources de l’environne-
ment.

Bien qu’on puisse calculer explicitement la solution de (|1.3)), illustrons ici
comment une étude de stabilité permet de déterminer le comportement qualitatif
de la solution en temps long.

— En linéarisant autour du point d’équilibre N = 0, on trouve N'(¢) ~
rN(t), c’est-a-dire le modele de Malthus . En conséquence, si 0 <
N(t) < 1, la population va croitre et s’éloigner de zéro avec le temps.
L’équilibre N = 0 est donc instable, et en particulier il ne peut y avoir
extinction de la population.

— En linéarisant autour du point d’équilibre N = K, on obtient N'(t) =
—r(N(t) — K). Lorsque N(t) > K (resp. N(t) < K), on a ainsi N'(t) <
0 (resp. N'(t) > 0). Ainsi, N(¢) tend vers K au voisinage de ce point.
L’équilibre N = K est donc stable, et on peut alors facilement montrer
que N(t) — K en temps long quel que soit Ny > 0, cf Figure

—
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N(t)
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FIGURE 1.8 — Variation de la solution N(¢) du modeéle (1.3)), pour des conditions
initiales Ny variées. Source : [119).

Par souci d’exhaustivité, mentionnons que la solution exacte de ((1.3) est
donnée par

NoKeTt

N = T Mo =T

— K, quand ¢t — 4o0. (1.4)



1.1. CONTEXTE BIOLOGIQUE ET MODELISATION 13

Verhulst a appelé les fonctions qui ont la forme ci-dessus des fonctions logis-
tiques. Par abus de langage, le second membre de est communément appelé
une loi logistique ou encore une croissance logistique.

En prenant en compte la compétition pour la survie, le modéle de Verhulst
entraine ainsi un comportement plus réaliste en temps long que celui de Malthus.
En 1925, le démographe Pearl proposa le modéle pour tenter de prédire
I’évolution démographique des Etats-Unis et de la France. Dans un premier
temps, il choisit les paramétres r, K, Ny de sorte que la courbe N(t) obtenue
cadre le mieux possible avec les données dont il disposait depuis ’an 1800,
cf Figure Pearl utilisa ensuite cette courbe N(¢) comme prédicteur pour
les années ultérieures. Presque un siécle plus tard, nous observons des valeurs
bien différentes de celles prédites par Pearl, cf Table [[LI} On peut en conclure
que le modéle de Verhulst est encore trop simple pour décrire avec précision une
situation aussi complexe que la démographie & 1’échelle d’un pays. Une approche
naive serait de considérer une loi plus générale que la croissance logistique,
comme rN(1 — & — aN? — bN?). Avec ces paramétres a,b supplémentaires,
la courbe N(t) finirait par mieux épouser les données. Cependant avec cette
approche, nous ne ferions qu’augmenter la complexité du modéle sans améliorer
notre compréhension des mécanismes sous-jacents du phénoméne.
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FIGURE 1.9 — En points noirs : données sur la population totale (en millions)
dont disposait Pearl en 1925. En pointillés : courbe N (t) extrapolée a partir des
données. Source [119).

’ Population en millions \ Prédiction de Pearl | Données réelles

France (2019) ~42.5 67
Etats-Unis (2019) ~187 386

TABLE 1.1 — Comparaison de lextrapolation de Pearl (Figure avec les
données actuelles.

Malgré ses limitations, la loi logistique demeure a ce jour trés utilisée : d’une
part pour sa pertinence d’un point de vue qualitatif (la population atteint un
équilibre, contrairement au modeéle de Malthus), et d’autre part pour sa sim-
plicité, ce qui permet de disposer de résultats théoriques sur la solution. Pour
ces raisons, la loi logistique (et les fonctions logistiques) se retrouvent dans de
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nombreux modéles mathématiques en écologie, chimie, économie, sociologie, ou
encore en linguistique.

Modéle avec effet Allee

Nous avons vu que dans le modéle de Verhulst , le taux de croissance
par téte est r (1 — %), et atteint donc sa valeur maximale quand N — 0, i.e.
quand la compétition est nulle. Dans certaines situations, cette modélisation
n’est pas réaliste : plusieurs phénoménes peuvent réduire le taux de croissance
lorsque la densité de population est faible : le risque de consanguinité, la difficulté
de trouver un partenaire pour la reproduction (pour les populations sexuées)
ou plus simplement le fait que certaines espéces survivent mieux en groupe.
On parle alors d’effet Allee [12], du nom du zoologiste qui s’est intéressé a ce
phénomeéne vers 1930.

Lorsque le taux de croissance (global) reste positif a petite densité, on parlera
ici d’effet Allee faible, ce qu’on modélise par

N'(t) = rN(t)? (1 - N;{”) >0, B>1 (1.5)

Ici, le taux de croissance par téte est N~ (1 — N/K) : il n’est donc plus
maximal quand N — 0, et reste par ailleurs positif.

En revanche, il peut arriver que 'effet Allee soit si marqué que le taux de
croissance (global) devienne négatif a faible densité. On parlera ici d’effet Allee
fort, ce qu’on modélise typiquement par

N'(t) = rN(t) (1 - A;g”) (N[(;) - a> . O<a<l. (1.6)

Dans ce cas, le taux de croissance par téte est négatif a petite densité et est
maximal en un point N tel que aK < N < K.

Les différents cas sont représentés Figure [[.I0] Pour connaitre le compor-
tement en temps long de N(t), on peut refaire la méme étude de stabilité que
pour le modéle de Verhulst (|1.3)). Pour le modéle , on montre facilement
que Péquilibre N = 0 est instable (mais pas “linéairement instable”) tandis que
N = K est stable : le comportement en temps long est donc identique au modéle
de Verhulst : N(t) — K pour tout Ny > 0. La valeur de § influencera seulement
la vitesse de convergence de N (t) vers K.

FIGURE 1.10 — Relation entre N’ et N (ce qui équivaut ici au taux de croissance
globale en fonction de N). A gauche, pas d’effet Allee. Au milieu, effet Allee
faible. A droite, effet Allee fort.

En revanche, pour le modeéle (1.6, les équilibres N = 0 et N = K sont
stables, tandis que N = a est instable. Ainsi, si la population initiale vérifie
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0 < Ny < a, il y a extinction : N(t) — 0. Pour éviter I'extinction, il faut avoir
Ny > a, et alors N(t) — K. Le cas Ny = a est particulier : la population est a
léquilibre et vérifiera N(t) = a pour tout ¢, mais le moindre petit changement
du nombre d’individus fera basculer la population vers ’extinction ou la survie.

1.1.3 Population structurée et diffusion
Densité de population

Les modéles considérés jusqu’a présent ne faisaient intervenir que la variable
temporelle : on suit ainsi I’évolution de la population totale N(¢) au cours du
temps a travers une EDO. Les individus sont ainsi soumis aux mémes taux
de naissance et de mortalité, quels que soient leur position géographique, leur
phénotype, ou encore leur 4ge. Cela est bien entendu irréaliste.

Des modéles plus précis (mais plus complexes) prennent également en compte
a chaque instant, comment la population se répartit dans son environnement
(quelle proportion d’individus sont présents dans tel endroit?) ou comment
évolue leur phénotype (quelle proportion d’individus présente tel trait phénoty-
pique ?). Les populations étudiées dépendent donc de plusieurs autres variables
que le temps, ce qui nécessite de les représenter avec des fonctions a plusieurs
variables. On parle de population structurée.

Supposons qu'un environnement varie fortement selon une direction de 1’es-
pace, par exemple la durée d’ensoleillement selon ’axe Nord-Sud. En simplifiant,
la position d’un individu est donc repérée par une unique valeur = € R. Pour
intégrer cette structure d’espace dans notre population, plusieurs options sont
possibles :

— Une premiére option est de suivre la position zx = zx(t) de chaque indi-
vidu 1 < k < N(t) de la population. Cette approche est trés utilisée pour
étudier le mouvement de particules. Toutefois, elle est peu adaptée a la
biologie : & chaque naissance ou a chaque mort, i.e. lorsque N(t) change,
il faudrait réindexer les inconnues xy(t).

— Une autre méthode est de subdiviser 1’espace en intervalles de longueur
L > 0 et de noter N;(t) le nombre d’individus dans l'intervalle [¢L, (i+1)L].
Le choix de L est primordial :

e Si L est trop petit, par exemple égal a la taille d’un individu, N;(t)
ne prendra que les valeurs 0 et 1 : cela revient & suivre la position de
chaque individu et on retomberait sur le modeéle précédent.

e Si L est trop grand, la durée d’ensoleillement varie significativement a
I’intérieur d’un intervalle. Ainsi, les individus dans un méme intervalle
peuvent étre soumis & des conditions trés variables, mais le modéle
ne peut pas faire la différence : il devient imprécis.

e Si L est intermédiaire, cela permet un moyennage correct aussi bien
au niveau des individus et des variations environnementalesPl L’ana-
lyse est alors possible et le modéle est suffisamment précis.

8. Cette échelle, dite “mésoscopique”, est fondamentale en physique des matériaux. Elle est
intermédiaire entre 1’échelle du matériau étudié (10~3 métre ou plus) et celle des molécules
qui le composent (1079 métre).
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Notons que, pour que cette échelle intermédiaire existe, il faut que 1’échelle d’'un
individu soit bien inférieure a I’échelle des variations de ’environnement, ainsi
que ’échelle des phénoménes qu’on veut étudier. Les phénoménes d’invasions
biologiques, qui se produisent a une échelle trés large, rentrent dans ce cadre.

— Une derniére méthode consiste & définir une fonction N = N(¢,z) comme
la densité de population (au temps t) a la position x. Il s’agit du nombre
d’individus dans [z — L,z + L] divisé par L, ou L est a l’échelle in-
termédiaire. En d’autres termes, N(¢,x) est une fonction telle que le
nombre total d’individus dans lintervalle [a,b] & linstant ¢ soit & peu

prés fab N(t,z)dz. En particulier, la population totale sur tout I’espace est
alors [, N(t,z)dz.

Remarque 1.1 (Interprétation probabiliste de V). On notera en particulier que
N(t,z) peut prendre des valeurs non entiéres, par exemple N(¢,z) = 1—10 pour
tout . Cela ne signifie pas qu’il y a un “dixiéme d’individu” en tout point (ou
autour de) z! Cela signifie par contre que sur [0, 10] on trouvera en moyenne

010 N(t,xz)dz = 1 individu. Cette interprétation de N rejoint la notion de den-

sité de probabilité d’une variable aléatoire.

La méthode “N (¢, z)” est donc la version continue de la méthode discréte
“N;(t)”. Cette structure continue permet une analyse plus poussée du modéle :
c’est pourquoi dans la suite, on décrira systématiquement toute population a
travers une fonction de densité, comme N (¢, ).

Pour le reste de cette thése, on se placera le plus souvent dans un cadre ou
la position en espace est repérée selon une seule direction par = € R. Outre
le fait que cela simplifie la présentation et la “visualisation” des résultats, leurs
généralisations & un cadre multidimensionnel n’entraine typiquement pas de
changement sur le plan qualitatif.

Un modéle naif de population structurée

Reprenons le modéle de Verhulst et supposons que la capacité biotique
K ne soit pas constante mais variable dans une direction de I'espace, i.e. K =
K(z) avec x € R. Le taux de croissance par téte d’un individu dépendra donc de
sa position dans l’espace. Il devient ainsi nécessaire de différencier les individus
selon leur position. On écrira alors N = N(¢,x), et devient une EDP (on

emploiera la notation N; = %) :

Ny(t,z) = rN (¢, z) (1 - J\;g;)) . (L.7)

Notons toutefois que le modéle n’est une EDP qu’en apparence : il s’agit en
fait d’'une EDO ou z joue le role de paramétre. La solution est donc donnée par
N = N(t;z), ou t — N(t; ) est la fonction définie par (L.4), oit K est remplacé
par K(x). En chaque point x tel que N(0;z) # 0, la population N(¢;x) tend
donc vers la capacité biotique K (z) quand ¢ — 400, comme pour le modéle de
Verhulst.

Le comportement de la solution reste donc relativement simple. En effet, le
modéle ne tient pas compte du déplacement des individus : ils naissent
au méme endroit que leurs parents et y restent tout au long de leur vie. Des
comportements beaucoup plus riches surviennent lorsqu’on rajoute un terme
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pour modéliser la migration des individus. La modélisation la plus courante
repose sur le concept de diffusion que nous introduisons maintenant.

Phénoméne de diffusion

Dans le cadre de la dynamique de populations structurées, les variations
d’une population sont dues & :

— Des contributions qui traduisent la naissance et/ou la mort d’individus.
On dit alors que c’est un terme de réaction[]

— Des contributions qui rendent compte d’un changement intrinséque des
individus : mouvement, mutation, vieillissement, etc. Ces changements
conservent la population totale et sont donc a distinguer de la premiére
catégorie. Dans le cadre de cette thése, nous considérons principalement
les termes de diffusion.

Par diffusion, on entend un processus trés général ol une certaine quantité se
répartit graduellement jusqu’a atteindre un équilibre, sans aucune interaction
extérieure. Par exemple :

A. De lénergie thermique présente dans un matériau. Si initialement une
moitié du matériau est & température Ty et 'autre & température 77, la
température va tendre vers une répartition uniforme de valeur %(T o+T1).

B. Des molécules dans un liquide, cf Figure A cause de la chaleur, ces
molécules vibrent et, suite & de nombreux chocs avec les molécules du
liquide, bougent dans des directions aléatoires. Aprés un temps suffisam-
ment long, une molécule a la méme probabilité d’occuper n’importe quelle
position dans le récipient. La répartition de toutes les molécules converge
(en moyenne) vers une répartition uniforme.

.:: * o ®
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FIGURE 1.11 — A gauche, répartition initiale de molécules dans un récipient
rempli d’eau. A droite, la répartition aprés diffusion. Source : Wikipédia.

Le phénomeéne de diffusion se retrouve également en dynamique des popu-
lations. On peut le voir comme le résultat de mouvements aléatoires a 1’échelle
individuelle (similaire a, ce qui, a ’échelle globale, a pour effet d’homogénéi-
ser la répartition de la population (similaire a@. Au niveau global, on observe
donc un flux d’individus venant des zones les plus peuplées (densité N(¢,x)
élevée) aux zones les moins peuplées (densité N(¢,x) faible).

Dans la suite, on parlera de migration pour désigner ce phénoméne de dif-
fusion en espace des individus ou d’une population. Toutefois, il faut garder a

9. Cette terminologie vient de la chimie : pour modéliser une réaction chimique A — B,
on doit faire apparaitre des termes qui représentent la “mort” (perte) du composé A et la
“naissance” (gain) du composé B.



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

I'esprit que cette définition de migration différe de I'usage courant du terme. En
effet, la migration des oiseaux par exemple s’effectue toujours dans une direction
bien précise et a certaines des périodes de I’année. Par contre, la diffusion est
un processus qui a lieu a tout instant et qui, dans sa forme la plus simple, ne
présente pas de direction préférentielle pour le déplacement (on peut toutefois
en tenir compte en complexifiant le modeéle).

Modéliser la diffusion en espace (migration)

Mettons de coté les termes de réaction (naissances et morts) pour nous
concentrer sur la modélisation de la diffusion. Le modéle le plus répandu en
la matiére est [’équation de la chaleur :

U = digy, t>0,zeR,
U(O,l’) - UO(Z) > 07 T e Ra

avec d > 0. Initialement, cette équation a été posée par Joseph Fourier pour
décrire la densité de température u(t, ) au temps ¢ et a la position x dans un
matériau (dans ce cadre il supposait © € [—L, L] avec L > 0). Cette équation
s’est depuis largement répandue dans d’autres domaines, y compris la biologie :
dans ce cadre, u(t,z) est la densité d’une population structurée selon ’espace
x € R. On peut dériver I’équation en se basant sur chacune des deux
approches [A | et [B ] ci-dessus. Nous renvoyons a [119] pour plus de détails.

Pour 'équation de la chaleur , le comportement de la solutionm est
assez proche de ce qu’on attend du phénomeéne de diffusion, cf Figure Bien
qu’on dispose d’une expression explicite de la solution, on ne mentionnera que
des propriétés qualitatives, qui nous seront utiles par la suite :

— Conservation de la “masse” : on montre que [, u(t,z)dz = [, uo(z)dz,
i.e. la population totale se conserve en fonction du temps. C’est naturel
puisqu’on a écarté les termes de réaction.

— Convergence : u tend vers un équilibre en temps long, a savoir u(t, z) — 0.
En effet, comme la population est de taille finie et que I’espace R est infini,
une répartition homogéne impose que cet équilibre soit us (z) = OE On
notera que cela n’est pas incompatible avec la conservation de la masse.

— Régularité : u est une fonction réguliere (ou lisse) en temps et en espace
dés que t > 0, méme si la donnée initiale uy ne l'est pas.

— Stricte positivité : pour tous t > 0 et € R, on a u(t,x) > 0.

Remarque 1.2 (Diffusion a “courte” distance). La propriété de stricte positivité
parait contre-intuitive : si & ¢ = 0 on ne trouve des individus qu’en [—1, 1], com-
ment expliquer qu’on puisse en trouver a t > 0 et (mettons) z = 20, alors qu’en
pratique les individus se déplacent & vitesse finie ? Pour lever ce paradoxe, il faut
se rappeler l'interprétation de la densité de population comme une probabilité,

10. On supposera que |u(t,z)| < Aealz? avec A,a > 0 pour éliminer toutes les solutions
“non physiques” de type Tychonoff. Cela vaut également pour tous les modéles qu’on considére
dans cette thése.

11. Toutefois, si on regarde sur un intervalle [0, L], donc de longueur finie, et qu’on
impose aux individus de ne pas sortir de cet intervalle, alors u(t,z) tendra vers ’équilibre
Uoo (T) = % fOL ug, qui n’est rien d’autre que la moyenne de la densité de population initiale.
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cf Remarque |1.1 page 16| Ainsi, si d = 1 et ug = 101_y ), i.e. filuo =20
individus sont présents Initialement dans [—1, 1], on peut montrer que

+oo
/ u(t=1,z)de <1074 « 1.
20

Autrement dit, il est hautement improbable de trouver méme un seul individu
dans la zone [20,+o0o[ & linstant ¢ = 1. Ainsi, le modéle (1.8 ne diffuse les
individus que sur des courtes distances (en moyenne).

FIGURE 1.12 — Comportement type d’une solution de 1’équation de la chaleur.
En violet, la donnée initiale ug & support compact, et de bleu a rouge la fonction
u(t,-) quand ¢ augmente.

La constante d > 0 est appelée la diffusivité. Plus d est élevée, plus la
quantité u se déplace rapidement. Dans le cas[A] d correspond a la conductivité
thermique du matériau. Dans le cas[B] d est reliée & la température du fluide, sa
viscosité, etc. Dans le cadre biologique, d est un taux de migration, qu’on peut
relier & la vitesse de déplacement des individus (animaux, micro-organismes).
Pour les plantes, on peut relier d a la distance moyenne entre un parent et son
descendant suite a la reproduction.

Diffusion a longue distance

Dans la nature, il arrive que, trés rarement, des individus parcourent une
longue distance en un temps trés court (notamment chez les végétaux). Par
exemple, le vent peut disperser du pollen sur de trés longues distances et donc
donner naissance a4 un individu trés éloigné de son parent. Les insectes volants
peuvent également étre transportés par un vent fort sur plusieurs dizaines de
kilométres.

Or, ’équation de la chaleur représente un phénoméne de diffusion locale
(en espace) : le terme de diffusion u,, ne dépend de u que sur un petit voisinage
autour de z (par définition de la dérivée). Une simple application d’une formule
de Taylor montre d’ailleurs que

1
uﬂm(tax) X =3 (<u>r(t7x) - u(t,x)) ’ quand r— 0,
r
avec
1 T+
Wo(to) =5 [ uttal)a

qui est la valeur moyenne de v dans un voisinage de rayon r autour de z. ,
Si ug est & support compact, la solution u de (1.8) vérifie u(t,z) = O(e™*")
quand x — F00, i.e. ses queues de distribution décroissent au moins aussi vite
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qu'une Gaussienne. C’est ce qui justifie la Remarque [I.2] : les individus ne dif-
fusent que sur une courte distance dans un laps de temps fixé. C’est une consé-
quence du caractére local de la diffusion.

Pour tenir compte de déplacements & longue distance, on utilise des modéles
de diffusion non-locale (en espace). Typiquement :

wi(t,z) = d /RJ(a: — yyult,y)dy —ult, z) | | (1.9)
D

A

avec J une fonction telle que [, J =1 et J(—z) = J(z) > 0 pour tout z € R.
Ici, le terme de diffusion en (¢, z) fait intervenir les valeurs de u en des points
y éloignés de x, surtout si la queue de J décroit lentement. La constante d est
I’analogue du taux de migration d de 1) : plus d est grand, plus les individus
vont “sauter” souvent. Lorsqu’un individu saute, la longueur et la direction de
son saut sont déterminées par la densité de probabilité J. Plus précisément,
partant de y, sa position d’arrivée x est déterminée selon la densité de probabilité
J(x — y)lﬂ En particulier :

— Il n’y a pas de direction privilégiée : partant de y = 0, comme J(z) =
J(—z), un individu a autant de chances de sauter vers la droite jusqu’a x
ou vers la gauche jusqu’a —z (si z > 0).

— On a ainsi J(z —y) = J(y —z) = J(Jx — y|) : la probabilité de sauter de
y & = ne dépend donc que de |z — y|, c’est-a~dire de la longueur du saut.

L’équation (1.9) décrit en fait un bilan entre les arrivées et les départs d’individus
a la position x :

— Terme A d’arrivées en x : depuis une position y, il y a u(¢,y) individus (en
densité) qui, lorsqu’ils sautent, ont une probabilité J(x — y) (en densité)
d’arriver en x.

— Terme D de départs de = : I'interprétation est la méme que pour A mais
en échangeant les roles de x et y, ce qui en simplifie ’expression :

D(t,z) = /RJ(y —z)u(t, z)dy = u(t, ) /]R J(z)dz = u(t, x).

On peut vérifier que [, [A(t,z) — D(t,z)] dz = 0, ce qui implique qu’il y a en-
core conservation de la “masse”; i.e. la population totale ne change pas au cours
du temps. Il s’agit donc bien d’un phénoméne de diffusion.

Le modéle est particuliérement adapté pour la diffusion & longue dis-
tance : dans un certain sens, si la queue de J décroit lentement, on peut montrer
qu’il en va de méme de la queue de x — u(t,z) (cf |83] dans un cadre avec un
terme de réaction). Or, c’est précisément la décroissance de la queue de u(t, x)

12. Par exemple, s’il part de y = 0, il a une probabilité ff J(z)dz de se retrouver dans
Pintervalle [a, b] aprés son saut. Si a = —co et b = 400, on retrouve ainsi qu’il a une probabilité
fR J(z)dz =1 d’arriver quelque part...
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qui détermine si des individus sont susceptibles de se trouver dans un domaine
éloigné :

2 +oo
u(t,z) =e™ " :/ u(t,z)de =~ 107% <« 1,

—+o0

u(t,z) =e* :>/ u(t,z)dr ~ 107° < 1,
+oo

u(t, :>/ u(t,r)de = 1071 < 1.

Notons que ces modéles de diffusion non-locale servent également en épidémio-
logie : un virus peut en effet infecter un hote qui va se déplacer sur de trés
longues distances et contaminer d’autres individus aprés son arrivée.

Remarque 1.3 (Diffusion : du non-local au local). Si on fait “concentrer” le
noyau J & l'origine en conservant sa masse, on peut montrer que la solution
du modele non-local converge vers la solution du modéle local (3 un
changement d’échelle prés et sous certaines conditions sur J). Cela est encore
vrai en dimension N > 1, si on suppose J = J(||ly — z||). Une preuve formelle
de ce résultat sera donnée a la sous-section [[L3.3

Dans la suite, on considérera majoritairement des modéles & diffusion locale,
pour trois raisons. D’une part, leur analyse est moins ardue que celle des modéles
a diffusion non-locale. D’autre part, ils constituent une premiére approximation
du cas non-local par la Remarque [[.3] Enfin, les résultats obtenus avec une
diffusion locale sont en général qualitativement proches de ceux qu’on obtient
dans le cas non-local (notamment si la queue de J décroit exponentiellement
vite).

1.1.4 Equations de réaction-diffusion

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire des modéles qui mélangent
réaction (naissances et morts) et diffusion. On appelle communément ces mo-
déles des équations de réaction-diffusion.

L’équation de Fisher— KPP

En reprenant 1’équation de la chaleur (1.8 et en y incorporant le terme de
réaction du modéle de Verhulst (|1.3), nous obtenons le modéle le plus simple
d’équation de réaction-diffusion :

(0, z) = up(z) > 0, r R, (1.10)

{ut:dum—i—ru(l—f{), t>0,zeR,
11 s’agit de la célebre équation de Fisher—-KPP [79,/108|, du nom des auteurs qui
ont fait la premiére étude mathématique de ce modéle presque simultanément.
Nous consacrons la sous-section [[.:2.1] & une étude mathématique approfondie
de cette équation, ainsi que ses applications en dynamique des populations et &
d’autres contextes. Ici, nous nous concentrons sur les propriétés qualitatives.
Comparé a 'équation de la chaleur , I’ajout d’un terme de réaction
implique qu’il n’y a plus conservation la masse. Cependant, la régularité et la



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

stricte positivité sont toujours valides. De ce fait, on peut se donner une intuition
sur le comportement de la solution de la maniére suivante :
— Par diffusion, on a (stricte positivité) u(¢, ) > 0 en tout point z € R (en
rouge sur la Figure |1.13).
— Ensuite, par réaction, on a en tout point x € R que u(t,z) - K quand
t — +oo (en vert sur la Figure[1.13)). En effet, K est 1’équilibre stable du
modeéle de Verhulst (|1.3)).

FIGURE 1.13 — Effet de la diffusion (en rouge) et de la réaction (en vert) sur
la solution de (|1.10)). Sans diffusion, on aurait uniquement u(t,z) — 1 en les
points x tels que ug(x) > 0.

Il s’agit donc précisément d’une invasion : la population envahit peu a peu
tout I'espace pour au final atteindre un équilibre, la capacité biotique K, ce qui
revient & saturer son environnement. C’est tout particuliérement ce phénomeéne
d’invasion qui nous intéresse dans le cadre de cette thése. Plus précisément, on
s’intéresse & trois aspects :

(V) Quelle est la vitesse asymptotiquelﬂ d’invasion ?
(E) Vers quel équilibre converge la densité de population (aprés invasion) ?
(P) Quel est le profil asymptotique de la densité ?

Nous pouvons avoir une intuition des réponses par des simulations numériques
sur des cas particuliers (d = r = K = 1), cf Figure Pour ug = 1g_, la
population envahit ’espace a vitesse 2 vers la droite; de plus, aprés invasion,
elle se stabilise a I’équilibre © = 1; enfin, la population semble adopter un profil
de front qui avance a vitesse 2, dans un sens a préciser. Pour ug = 1{_y 1, la si-
tuation est similaire sur R, et symétrique sur R_. On répondra rigoureusement
aux questions (V)-(E)-(P) en sous-section ott on verra que la donnée
initiale ug est un facteur crucial.

Notons que, dans certains modéles, il peut ne pas y avoir invasion : d’une part
il se peut qu’il y ait extinction (notamment avec un effet Allee fort), et d’autre
part, méme si la population parvient a survivre, il se peut qu’elle n’arrive pas
a envahir tout I'espace. Ce dernier cas peut arriver lorsque le terme de réaction
dépend de la position z, i.e. dans le cadre d’un environnement hétérogeéne.

13. Sous-entendu en temps : vers quelle valeur converge la vitesse en temps long, aprés la
fin d’un régime transitoire.
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FIGURE 1.14 — Propagation de la solution de (1.10) avec d = r = K = 1. En
rouge, la donnée initiale ug, et en bleu les profils u(¢, x) tous les At = 5. On
observe une vitesse asymptotique égale a 2 dans les directions d’invasion.

Population structurée en trait — écologie évolutive

Jusqu’a présent, nous avons considéré des populations structurées unique-
ment en espace. Pour étudier des phénoménes relevant de I’écologie évolutive, il
faut rajouter une structure selon un trait phénotypique. Nous considérons uni-
quement des traits qui prennent une gamme continue de valeurs, par exemple
la longueur du cou chez une girafe. La population est alors représentée par une
densité u(t,z,y), ou la variable y € R est reliée au trait. En général y = 0
correspond a un trait de référence, et y > 0 (resp. y < 0) correspond a des traits
supérieurs (resp. inférieurs) a cette référence. Bien que y soit seulement reliée au
trait, on dit souvent qu’'un individu présente “un trait y” par abus de langage,
et cette thése ne fera pas exception.

Certains modéles imposent que |y| < Ymar < 00 : on imagine en effet qu’il
doit exister une longueur limite pour le cou d’une girafe d’'un point de vue
biologique... En pratique, dans la plupart des modéles, un terme de sélection
naturelle va réduire considérablement la fitness (cf page des individus dont le
trait y est éloigné d’un trait optimal y,,:. De ce fait, la densité u(t, z,y) sera, “a
Iéquilibre”, trés faible si |y — yope| est trés grand. Ceci, couplé a I'interprétation
probabiliste de u (cf Remarque rend acceptable le fait que y € R.
Par ailleurs, les phénoménes d’invasion impliquent une grande échelle spatiale,
mais dans certains cas une grande échelle en trait également. Dans un tel cadre,
I’hypothése y € R devient pertinente.
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Les modéles d’écologie évolutive que nous étudierons ont la forme suivante :

wo= diy + M+ - [ueyy]o
=~ N—~— N—— R
migrations  mutations sélection —“N————omo—

compétition

avec t > 0 et x,y € R. Le terme du,, pour modéliser les migrations nous est
maintenant familier. La modélisation des mutations par un terme M|u| est plus
“délicate” et sera traitée plus loin.

Le terme de sélection r = r(x,y) représente précisément la fitness d’un in-
dividu de trait y a la position z. Typiquement, le terme de sélection aura la
forme

r(z,y) = rmaz — A (y — yopt(m))2 , (1.12)
avec Tmar € R et A > 0. Autrement dit, la fitness est maximale pour un individu
a la position « et de trait y = yop¢(2). On notera que le trait optimal y,,; dépend
de z. On parle de gradient environnemental. La constante A > 0 correspond a la
pression de sélection. Plus A est élevée, plus la fitness diminue lorsque le trait y
s’écarte du trait optimal yo,:. Cela dépend uniquement de la sélection naturelle
lice & 'environnement. Par exemple, un désert impose des conditions extrémes
de vie aux individus : la pression de sélection y sera donc plus élevée que pour
une forét.

Si r(z,y) < 0, individu est mal adapté : en 'absence de migrations et de
mutations, on aurait u(t,z,y) — 0 (i.e. la sélection méne a 'extinction de ce
trait y a la position z). Cependant, si la population arrive a survivre, méme dans
une région limitée en x et y, alors par migration et mutation, on a généralement
u(t,z,y) > Cp, > 0 quand t — +o0 : la population arrive & maintenir une
densité non nulle (en un sens probabiliste) en tout point (z,y). A contrario, si
r(xz,y) > 0, lindividu est bien adapté et contribuera a faire survivre I'espéce.
Toutefois, cela peut ne pas suffire : par exemple si les mutations sont trop
importantes, les descendants de cet individu auront des traits trop répartis et
seront mal adaptés.

Enfin, commentons le terme de compétition. Comme u est une densité,
N(t,z) = [yu(t,z,y')dy représente la “population totale”lﬂ a linstant ¢ et
a la position z. Ainsi, un individu en (¢, x,y) sera en compétition avec tous les
individus (¢, z,y’). On parle de compétition non-locale (en trait). C'est un cadre
assez naturel pour beaucoup de situations. On notera que cette expression de
N(t,z) implique que tous les individus sont a égalité dans la compétition : un
individu en (¢,z,y) subit le méme malus qu'un individu en (¢, x,y’). Ce n’est
pas toujours pertinent : chez les animaux, les individus les plus grands ont par-
fois un avantage face a leurs congénéres de taille plus petite dans un partage de
ressources. Pour en tenir compte, on peut par exemple remplacer le terme de
compétition par

/K(t:v,y,y’)u(t,w,y')dy’,
R

ou K(t,z,y,y') > 0 est une fonction qui décrit le malus de compétition pour
un individu en (¢,z,y) face & un individu en (¢,z,y’). Dans le cas simple
K(t,z,y,y') = Ko > 0, la valeur Ky peut étre interprétée comme [’inverse
de la capacité biotique, qu’on avait notée K dans (|1.3)).

14. N(t,z) est encore une densité : elle correspond a la densité de la méme population que
u(t, z,y) lorsqu’on écarte la structure en trait y pour ne garder qu’une structure en espace.
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Modéliser les mutations

Le terme M]u] dans (1.11)) décrit les mutations au sein de la population.
Dans la quasi-totalité des modéles qu’on considére, on considére un cadre clas-
sique, ol les mutations sont décrites par un processus de diffusion en trait y :

Mlu] = ouyy, o >0. (1.13)

C’est donc 'analogue en trait du terme de migration du,,. Cela peut paraitre
contre-intuitif : la diffusion correspond & un déplacement, et on congoit diffi-
cilement un “déplacement en trait” des individus. De plus, il faut distinguer
génotype (qui est affecté par les mutations) et phénotype (sur lequel s’applique
la sélection naturelle). La variable y semble jouer les deux roles (& travers ouy,
et r(x,y) respectivement), alors qu’on a vu que le génotype ne détermine pas
entiérement le phénotype. Voici quelques éléments de compréhension sur cette
modélisation :
— Si on garde y pour le génotype et qu’on introduit une variable z € R
pour le trait phénotypique, un modéle plus précis remplacerait le terme
de sélection de (1.11]) par

/IR r(x, 2)Py (2)dz,

ou Py (z) est la probabilité qu’un individu présente un trait z sachant que
son génotype est y|'°| Ce surcroit de précision n’entraine pas de différence
qualitative notable : si la variance de P, n’est pas trop élevée (carac-
tére phénotypique fortement corrélé au génotype), on peut tout aussi bien
prendre le modéle avec une pression de sélection A plus élevée.
Ainsi, en premiére approximation, on peut considérer que y joue le role de
phénotype et génotype.

— Pour la diffusion en espace, nous avons mentionné que le taux de migration
d peut étre relié, pour les plantes, a la distance entre un parent et son
descendant suite & la reproduction. Cet aspect trouve tout son sens pour
modéliser des mutations, qui induisent une “distanciation” (en trait) d’un
parent et de son descendant. La constante o de s’apparente alors a
un tauzr de mutation.

— En réalité, les espéces macroscopiques mutent tout au long de leur vie :
chaque division cellulaire peut en effet donner lieu & une mutation. Ces
mutations du génotype, au niveau cellulaire et longtemps aprés la nais-
sance, n’ont en général pas d’influence sur le phénotype d’un individu (le
cancer étant une exception...). Ces mutations ont en revanche un impact
sur sa descendance, lorsqu’elles affectent des cellules destinées a la repro-
duction. Il s’agit donc d’un “déplacement en génotype” au cours du temps,
mais qui n’affecte pas le phénotype. Dans le modéle, cet effet s’ajoute a
la “diffusion par reproduction” du point précédent, en augmentant le taux
de mutation o en conséquence.

La vision “diffusion par reproduction” du second point ci-dessus est toutefois &
tempérer selon qu’il s’agit de reproduction sexuée ou asexuée. En effet, en repro-
duction sexuée, le génotype de I’enfant est la réunion d’une moitié du génotype

15. Py est en fait une densité de probabilité. La probabilité que le trait de I'individu soit dans
[z1, z2] est f;f Py (z)dz. On retrouve & nouveau le lien avec la notion de densité de population.



26 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de chaque parent, cf Figure [[.I5] Il faut alors tenir compte du trait de chaque
parent au moment de la reproduction, contrairement a la reproduction asexuée
ou seules les mutations sont susceptibles de changer le trait du descendant.

Plus généralement, les phénoménes de sélection et d’invasion changent radi-
calement selon le mode de reproduction. En reproduction uniquement asexuée,
un individu trés mal adapté n’a aucune chance de faire perdurer son géno-
type : la sélection naturelle le fera disparaitre, lui ou ses descendants, qui seront
également mal adaptés (& moins d’une mutation “miracle”). Par contre, si la
reproduction est sexuée, un individu mal adapté peut survivre assez longtemps
pour se reproduire avec des individus bien adaptés : il va ainsi “polluer” durable-
ment la population présente avec des génes mal adaptés. Si I'afflux d’individus
mal adaptés est régulier, cela peut méme empécher ’adaptation, voire I'inva-
sion (nous avons déja évoqué ce phénomeéne avec la spéciation, cf Figure et
les commentaires associés). Pour toutes ces raisons, le modéle (1.11]) est plutot
réservé & des cas de reproduction asexuée.

e

FIGURE 1.15 — Hérédité en reproduction sexuée : chaque parent donne au hasard
une moitié de son génotype a ses descendants. Les mutations sont omises.

Enfin, il existe d’autres choix possibles pour M|u] : on peut considérer un
terme de diffusion non-locale (en trait), analogue & la diffusion non-locale en

espace du modéle ([1.9) :

Mlu|(t,z,y) =¢ /RJ(y —2)u(t,z, z)dz —u(t,z,y) | , (1.14)

N

avec & > 0 qui représente la fréquence des “sauts” en génotype. Ici, on peut
interpréter le terme N comme un terme de naissance : les individus qui naissent
en (t,x,y) sont les enfants d’individus en (¢, z, z) dont le trait z a fait un “saut” de
y — z & cause d’une mutation. De méme, le terme M de peut s’interpréter
comme un terme de mort : on peut I'incorporer dans la fonction r de par
Tmaz — Tmaz — 0. On notera que ces “interprétations” de N et M entrainent
que la fonction r ne représente plus la fitness d’un individu.

Nous référons a pour une premiére étude mathématique du modéle

(1.11)—(L.12)) ot M]u] est donnée par (1.14).
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Gradient environnemental

Le modéle f sera celui que nous étudierons le plus dans cette
these. Selon le choix des parameétres, et tout particuliérement du gradient en-
vironnemental Yo, (), la population présente des comportements radicalement
différents : extinction, survie avec invasion, et possiblement survie sans inva-
sion. Nous présentons maintenant quelques exemples de situations concrétes ot
ce modéle peut s’appliquer.

Dans le contexte de la Figure la taille optimale des ailes ressemble
4 une relation affine de 'altitude x. Dans le modéle associé, en choisissant une
échelle de trait y adaptée pour représenter la taille des ailes, on peut se ramener a
Yopt(x) = Bz, avec B > 0. On parle alors de gradient environnemental linéaire.
Ce cadre est intéressant biologiquement, car il ne peut y avoir invasion sans
mutations et adaptation : un individu qui ne ferait que se déplacer en espace
dans la méme direction verrait son trait y s’éloigner de Poptimum y,p. (). Sa
fitness tendra donc vers —oo et la sélection naturelle le fera disparaitre.

Un autre exemple de gradient environnemental linéaire est la température
moyenne en fonction de la latitude. La température est en effet un facteur envi-
ronnemental essentiel : une population adaptée & un climat chaud ne pourra pas
envahir un environnement froid sans s’adapter. Il est méme possible de prendre
en compte le réchauffement climatique en considérant yo,(¢,z) = B(x — ct),
ou c est la vitesse du réchauffement. Pour survivre, une population doit alors
migrer et/ou muter suffisamment vite.

Les exemples de gradients environnementaux non-linéaires sont également
trés nombreux. Il suffit, par exemple, de penser a une alternance de montagnes
et de vallées. Un exemple particuliérement pertinent concerne le cas d’une po-
pulation de bactéries structurée en espace = et selon un trait y qui détermine
leur résistance face & un antibiotique, dont la concentration dépend de x. Le
trait optimal yop¢(x) correspond au trait y tel que le niveau de résistance soit
“Juste ce qu’il faut”E au vu de la quantité d’antibiotique en x, qui peut trés bien
étre une fonction non-linéaire. Dans ce contexte, ce n’est pas tant I'invasion en
espace qui importe mais bien I'invasion en trait. Une expérience réalisée avec un
gradient y,p¢ () constant par morceaux montre qu'une population de bactéries
peut développer, en seulement 14 jours, une résistance & une concentration dont
le milliéme aurait suffi & les tuer au départm

Le cas linéaire y,p () = Bz constitue une premiére étape. Nous décrirons
en sous-section les conditions pour qu’il y ait survie et invasion, et nous
présenterons des éléments de réponse aux questions (V)-(E)-(P) dans ce cadre.

1.2 Contexte mathématique

Principes du maximum et de comparaison

Dans ce court paragraphe, on présente une version simple du principe du
maximum et du principe de comparaison, qui seront utilisés réguliérement dans

16. Un défaut de résistance (y < yopt(x)) diminue la fitness, mais il est avéré qu’un excés
de résistance (y > yopt(z)) la diminue également, comme pour les ailes des mouches.
17. Mentionnons & nouveau la vidéo : https://www.youtube.com/watch?v=plVk4NVIUh8
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la suite. On considére le probléme parabolique suivant :

u(0,2) = up(z), =z€R, (1.15)

{utum‘/"(u)7 t>0, xr €R,
avec ug € L®(R) et f € C'(R). On devrait techniquement supposer que f
est globalement Lipschitzienne, mais en pratique les solutions de (|1.15) qu’on
considérera prennent leurs valeurs dans un compact, si bien que cela n’a pas
d’importance.

Définition (Sur-solution et sous-solution). On dit qu’une fonction u = u(t, z) €
C2(R%. x R) est une sous-solution du probléme (1.15)) si

Up — Uy < f(g)
De méme uw = u(t, z) est une sur-solution de (|1.15)) si
ﬂt *ﬂzz Z f(ﬂ)

En particulier, si u est solution de (1.15)), alors u est en méme temps une
sous-solution et une sur-solution.

Théoréme (Principes du maximum et de comparaison). Soient u et U deux
fonctions de CO(Ry x R) N CH2(R% x R) qui sont respectivement sous-solution

et sur-solution du probléme ‘
— (Principe de comparaison) Si u(0,z) < w(0,z) pour tout x € R, alors
w(t,x) <u(t,z) pour toust >0 et z € R.
— (Principe du mazimum fort) Si de plus u(0,x) < w(0,z) en un point x € R,
alors u(t, ) < u(t,x) pour toust >0 et x € R.

On emploie parfois le terme “principe du maximum” pour regrouper les deux
propriétés ci-dessus. Ce principe se généralise sous plusieurs formes, notamment
en dimension supérieure avec des problémes tels que u; — Ugy — Uyy = f(u).
Dans cette thése, on invoquera parfois le principe du maximum sans donner
explicitement la sous-solution et la sur-solution qu’on considére, en particulier
lorsque I'une d’elles est une fonction constante.

1.2.1 L’équation de Fisher—-KPP (et ses variantes)
Fronts progressifs

Soit u(t,z) la densité d’une population structurée en temps t > 0 et en
espace x € R. On considére le modéle , avec d,r, K > 0. En posant
u(t,x) = Kv (rt, \/g:z:), i.e. par un changement d’échelle de temps, d’espace, et
de population totale, on peut se ramener aucasd=r=K =1 :

Vp = Vgp +0(1 —0), t>0,zeR. (1.16)

Comme mentionné en sous-section il s’agit de ’équation de Fisher-KPP
[79/108]. Elle a été considérée par Fisher [79] pour expliquer la propagation d’un
géne avantageux dans une population structurée en espace. Cette équation se
retrouve aujourd’hui dans des modéles issus d’horizons variés : en dynamique
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des populations [43//491/91,/130], en chimie réactionnelle [44], en combustion pour
étudier la propagation de flammes 30|, et méme en sciences sociales pour mo-
déliser l'activité criminelle [34].

Pour une donnée initiale v(0,2) = 1g_(x), nous avons observé numeérique-
ment (cf Figure [1.14) que v(¢,x) semble converger vers un front de la forme
p(t, ) = p(xz —2t) qui se déplace vers la droite a vitesse 2. Autrement dit, dans
une fenétre mobile z = x — 2¢ (qui donc se déplace a vitesse 2), la solution v
semble converger vers un profil fixe ¢ = (z). De plus, le front ¢ est positif,
et réalise une transition entre les états stationnaires 1 et 0 : ¢(—o0) = 1 et
o(400) = 0.

I1 est donc naturel de chercher des solutions particuliéres (¢, ¢) de , ol
© est un front se propageant a vitesse ¢, i.e. p(t,x) = p(z — ct). En injectant
cette forme dans 7 il vient que ¢ doit vérifier 'EDO

¢"(2) +ep'(2) +p(2)(1 —p(2)) =0,  2€R, (1.17)
et on souhaite également assurer que

o(z) = 1, quand z — —o0,
©(z) = 0, quand z — 400, (1.18)
p(z) >0, VzeR.

Notons que, si z — ¢(2) est solution de (1.17)—(1.18)), il en va de méme pour
toute translation z — p(z 4 &) avec £ € R, puisque 'EDO est autonome.

Kolmogoroff, Petrovsky et Piskunov [108] ont montré existence de tels
fronts, dits fronts progressifs (traveling waves en anglais), avec une méthode
que nous décrivons maintenant. Comme est autonome, on peut faire une
analyse de stabilité pour le plan de phase (¢, ¢'), cf Figure On trouve deux
équilibres : (p, ") = (0,0) et (¢,¢') = (1,0). Etant donn, on souhaite
construire une solution qui relie (1,0) pour z — —oo & (0,0) quand z — +o0.
L’équilibre (1, 0) admet une direction instable : toute solution s’en éloigne quand
z augmente. Quant a 1’équilibre (0,0), sa stabilité dépend de la vitesse ¢ : en
linéarisant en ce point, il vient

"+’ +9 =0,

qui a pour polynéme caractéristique X2 +cX +1 = 0. En notant X ses racines,
on a donc ¢(z) ~ CreX+* 4+ CyeX-* au voisinage de ce point.
— Si e < 0 (i.e. ¢ se déplace vers la gauche), alors ReX, > 0. L’équilibre
(0,0) est instable : aucune trajectoire ne peut y converger. Un front (1.17)—
(1.18) ne peut donc pas exister pour une vitesse strictement négative.

—Si0 < ¢ < 2, alors ReXy < 0 mais les racines X4 sont complexes.
L’équilibre (0,0) est une spirale (si ¢ > 0) ou un centre (si ¢ = 0) : ¢
présente donc des oscillations au voisinage de ce point, ce qu’on observe
Figure [I.16] En particulier, ¢ prend des valeurs strictement négatives,

donc ne peut vérifier .

— Sic > 2, alors X_ < X; < 0. L’équilibre (0,0) est un nceud stable :
©(z) = 0 quand z — 400 tout en restant de méme signe. On peut montrer
qu’il existe une unique trajectoire dans le plan de phase qui relie (1,0)
a (0,0). Cette trajectoire reste dans le cadran {p > 0,¢’ < 0}, ce qui
garantit sa positivité. Ainsi, c’est un front qui vérifie 71.18.
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FIGURE 1.16 — Portraits de phase associés a (1.17)), avec le profil du front
solution. En haut pour ¢ = %, en bas pour ¢ = 2. En vert, la direction instable
de I’équilibre (1,0), et en rouge la direction stable de I’équilibre (0, 0).

Il existe donc une vitesse minimale pour 'existence des fronts, typiquement
notée c¢*. On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 1.4 (Fronts solutions de I'équation de Fisher-KPP [108]). Soit ¢ €
R. Il existe un front o (t,x) = p.(x—ct) solution de et vérifiant s
et seulement si ¢ > c*. Ce front est unique & translation pres, et vérifie ¢, < 0
ainst que 0 < . < 1.

Remarque. On dit que ¢* est une vitesse critique, tandis que @+ est un front
critique (les autres fronts et vitesses étant sur-critiques). On peut montrer une
version symétrique du Théoréme : pour tout ¢ < —2, il existe des fronts
positifs reliant 0 en —oo et 1 en 400, qui se propagent a vitesse ¢ (donc vers la
gauche).

Dans la suite, nous supposerons que le front ¢, est normalisé & ¢.(0) = %
pour le fixer de maniére unique. Le front ¢.(z) décroit comme Ce™** (ou Cze~**
sic=c*=2) quand z = 400, avec & = —X; > 0. Du fait que X, est une
racine de X2+ cX 41, on en déduit qu’il y a bijection entre la vitesse ¢ > ¢* = 2
du front et le taux de décroissance & 'infini 0 < a < a*:=1:

1 5 1
a:aczzf(c— c —4) Sc=cy,=a+ —.

2 o
Alinsi, c’est “l’avant” du front (sa queue de décroissance) qui détermine la vitesse
du front : on parle de front tiré. Cette notion a été introduite dans , nous
renvoyons & la Figure pour une illustration. Une autre facon de le
dire est que la vitesse est totalement déterminée par la linéarisation en (0,0).
Un tel comportement ne se limite pas aux fronts : nous verrons qu’il concerne
également les solutions du probléme de Cauchy associé a pour une large
classe de données initiales.
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Vitesse d’invasion du probléme de Cauchy

On considére maintenant le probléme de Cauchy associé a (1.16]) :

Ut = Ugy +u(l —u), t>0,zeR.
u(0, ) = ug(x), x €R, (1.19)

On ne détaillera pas le caractére bien posé de et des autres modéles
qu’on étudiera. Le principe du maximum entraine que u(t, z) € [0, 1], et méme
0 < wu(t,x) <1lsit >0 (et ug # 0,# 1). Avant de continuer, donnons une
définition précise des notions d’extinction, de survie et d’invasion :

Définition 1.5 (Extinction, survie, invasion). Soit u(¢,z) une densité d’une
population structurée en espace x € R. On dit qu’il y a extinction (de la popu-
lation) si |lu(t,)|lcc — 0 quand ¢ — +oo. Dans le cas contraire, on dit qu’il y
a survie (de la population). Enfin, on dit qu’il y a invasion s’il existe £ > 0 tel
que
Vo € R, liminf u(t,x) > €.
t——+o0

Avec la Figure [[.I4] on a observé numériquement qu’il y a invasion pour
, puisqu’en tout point z, on a u(t,z) — 1 quand ¢t — +oo. On s’intéresse
maintenant a la question (V) de la vitesse d’invasion de u. Cette notion a été
introduite par Aronson et Weinberger |17] et s’est depuis largement répandue :

Définition 1.6 (Vitesse d’invasion). Soit u la solution de ([1.19)). On dit qu’il
y a invasion de u sur Ry (ou que u envahit R ) avec une vitesse 0 < ¢ < +00 si

min u(t,2) —— 1, pour tout 0 < ¢ <G,
0<z<ct t——+o0

sup u(t,z) — 0, pour tout ¢ > .
z>ct t—4o0

On dit qu’il y a invasion de u (sur R) avec une vitesse ¢ si, dans la définition
ci-dessus, le “min” et le “sup” sont pris sur les domaines {|z| < ct} et {|z| > ct}
respectivement.

Autrement dit, si u se propage & vitesse ¢, alors dans une fenétre z = x — ct
se déplacant a vitesse ¢ > ¢, la fonction u tend vers 0 uniformément en les z > 0
(ouméme z > —C fixé). De méme, si ¢ < ¢, alors u tend vers 1 uniformément en
les z < 0. Dans le cas ¢ = 400, la population se propage & une vitesse asymp-
totiquement infinie : nous en verrons des exemples plus loin.

Avec cette notion de vitesse d’invasion, Aronson et Weinberger |17] ont mon-
tré en particulier que si ug # 0 est & support compact, alors u se propage a vitesse
¢* dans les deux directions. Uchiyama [136] a ensuite étendu ces résultats a des
formes plus générales de données initiales :

Théoréme 1.7 (Vitesse d’invasion dans ’équation de Fisher-KPP [136]). Soit
u la solution de avec ug Z 0.

— Siug(z) = O(e=*"*) avec o =1, alors u envahit R, a vitesse c¢* = 2.
“+oo



32 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

— Si ugp(x) o Ce ™ qvec C > 0 et 0 < a < a*, alors u envahit Ry a
oo
vitesse ¢o = o + é > c*.

Ainsi, si up décroit comme le front ¢, la solution u(t,z) va se propager a
la méme vitesse que ce front. On retrouve a nouveau cette dynamique de fronts
tirés vu plus haut : la vitesse d’invasion de u sur R} (resp. R_, par symétrie)
ne dépend que de la queue de ug en +o0o (resp. —o0).

Une conséquence du Théoréme est la remarque suivante, démontrée an-
térieurement dans |17] et dénommée Hair-Trigger Effect.

Remarque 1.8 (Hair-Trigger Effect [17]). Siug # 0, alors il y a invasion (& vitesse
au moins ¢* = 2).

La preuve du Théoréme [I.7] utilise extensivement le principe de comparaison
et les fronts . construits précédemment. A titre d’exemple, si on a ug(z) >
we(), comme u et . sont toutes deux solutions de , on en déduit que
u(t, ) > @.(x—ct), donc la vitesse d’invasion de u est minorée par c. La stratégie
de la preuve consiste (plus ou moins) a appliquer cette comparaison a la queue
de u, puisqu’on est en fronts tirés.

En général, avoir une majoration de la vitesse est plus facile : lorsqu’on
linéarise autour de u = 0, on obtient u; = ., +u. Comme la contribution
négative de la compétition a disparu, la solution @ de cette équation fournit une
sur-solution. De plus, comme on a linéarisé en zéro, et qu’on est en front tirés,
la dynamique de u sera identique a celle de u & conditions initiales égales. Enfin,
la propagation de @ est plus facile & identifier car 1’équation est linéaire (on peut
méme la relier a I’équation de la chaleur).

Le Théoréme apporte une réponse précise a la question (V) de la vitesse
de propagation et (E) de l’équilibre atteint (u = 1). La question (P) du profil
est l'objet du paragraphe suivant.

Convergence vers un front

Dans certains cas particuliers de données initiales ug, on peut montrer un
résultat plus précis que le Théoréeme a savoir la convergence de u vers un
translaté de .. Une condition premiére est que ug soit front-like (i.e. “ressemble”
a un front) :

liminfug >0, wug >0, limug=0. (1.20)
— 00 +oo

L’hypothése ug > 0 n’est pas toujours indispensable, attendu que si on a seule-
ment ug > 0, alors u(t,-) > 0 pour tout ¢ > 0. Comme on ne s’intéresse qu’au
comportement en temps long, on peut souvent changer l'origine en t = 1 et se
passer de cette hypothése.

Si ug est front-like et vérifie

AC > 0, da € (0,a"), ug(x) = Ce™ ", pour & > x9 > 0,
alors on peut montrer [111[136] que u converge vers un translaté du front ¢, :

sup |u(t,z) — pe(z — ct + &)| = 0, quand ¢ — 400, (1.21)
z€R

ou ¢ € R dépend de ug.
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La convergence vers le front critique ¢« est plus particuliére. Un résultat trés
fin est di & Bramson [41], grace & une approche probabiliste. Nous renvoyons
également a [94] pour une preuve avec des arguments de type EDP. Si ug est

iz

front-like (1.20) et satisfait f0+°° xe®ug(zr) < 400, alors
sup |u(t, z) — e« (x — *t + £(t))| = 0, quand ¢t — 400, (1.22)
z€eR

ou{(t) = % Int+O(1). En particulier, u(¢, x) ne converge pas précisément vers

un front : dans une fenétre y = x — c¢*t, le profil de u “dérive” en permanence
a une vitesse logarithmique. Mentionnons qu'Ebert et Van Saarloos [73| ont
poursuivi I’expansion asymptotique de £(t) jusqu’a un reste en O(%)

Remarque. La condition liminf . up > 0 de (1.20) assure que u(t,z) — 1
uniformément en « € R_ quand ¢ — +o0co0. En I’absence de cette condition, les
convergences (|1.21)) et (1.22) ne sont valides que sur Ry.

Invasion accélérée

Pour I'équation de Fisher—-KPP (1.16)), si la queue en +oo de ug # 0 est
dominée par une exponentielle, i.e. ug(z) = O(e~**) avec a > 0, alors par
oo

le Théoréme et par comparaison, la solution u se propage sur R, a une
vitesse ¢ < ¢, donc finie. Qu’en est-il pour une donnée initiale qui décroit plus
lentement que toute exponentielle 7 C’est ce qui motive la définition suivante.

Définition 1.9 (Queue lourde). On dit qu’une fonction ug: R — R admet une
queue lourde en +oco si pour tout € > 0, on a

dx. > 0, ug(z) > e 7, pour tout = > .,
ou de maniére équivalente ug(z)e*® — 400 quand x — +o0.

Si ug est a queue lourde en 400, alors & nouveau par comparaison, on montre
que u se propage au moins & vitesse ¢, pour tout a > 0. Or, comme ¢, — +00
quand « — 0, cela implique que u se propage avec une vitesse (asymptotique-
ment) infinie! La notion de vitesse d’invasion (Déﬁnition n’est plus adaptée
pour décrire précisément la dynamique d’une telle propagation. En conséquence,
on définit Ey(¢) ensemble de niveau A € (0,1) de u par

E\(t) ={z e R|u(t,z) = A}.

L’objectif est d’obtenir une estimation des valeurs minimales et maximales de
E\(t) lorsque t — +o0o. Dans le cas d’une propagation a vitesse finie ¢, on a
min E)(t) ~ max E)(t) ~ ct pour tout 0 < A < 1. La situation est différente
lorsque g est & queue lourde, comme 'ont montré Hamel et Roques [95] :

Théoréme 1.10 (Queue lourde initiale implique accélération |95]). Soit u la
solution de . Si ug est front-like et admet une queue lourde en
+00, alors pour tout 0 < X\ < 1, ’ensemble Ex(t) est compact et non vide pour
t suffisamment grand, et

in By (t
i B
t——+00 t
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En d’autres termes, on a, pour tout ¢ > 0, que min E)(t) > ¢t pour ¢ assez
grand. Ainsi min £ (¢) est une fonction sur-linéaire du temps. La preuve du
Théoréme [1.10] repose sur les arguments que nous avons exposés plus haut. On
retrouve a nouveau le fait que la queue de ug en +oo détermine la vitesse de
propagation dans cette direction : cf Figure pour un récapitulatif.

x(t) [t = o

05}
acceleration

FI1GURE 1.17 — A gauche, plusieurs conditions initiales : en vert, support com-
pact ; en bleu, queue exponentielle ; en rouge, queue lourde. A droite la vitesse
asymptotique de propagation correspondante.

Le résultat principal de Hamel et Roques est d’avoir obtenu une estima-
tion précise de la position des F)(t) :

Théoréme 1.11 (Estimation de E,(t) si queue lourde initiale [95]). Sous les
mémes hypothéses que le Théoreme[I.10, et sous quelques conditions supplémen-
taires sur ug (régularité, décroissance pour x assez grand, etc.), alors pour tout
0<A<letO<e<r,ona

E\(t) Cugt ([ef(TJFE)t, ef(Tfa)tD , pour t assez grand. (1.23)

En particulier, pour deux valeurs A et A\’ dans (0, 1), les ensembles F)(¢)
et Ey (t) se retrouvent inclus dans le membre de droite de (1.23)) pour ¢ assez
grand. Plus précisément

inf u(t,z) —— 1, sup u(t,z) — 0.
z<min ual(e—(r—f)t) t——+o00 z>max ugl(e—(r‘*'e)f) t——+o0

Ainsi, asymptotiquement en temps, cela fournit un encadrement de la position
ol se trouve la transition entre les états 1 et 0.

Exemple 1.12 (Plus la queue est lourde, plus la propagation est rapide). Soient
a>0et 0 < < 1. Pour améliorer la lisibilité, on écrira “Ey(t) ~ f(t)” pour
signifier min F) (t) ~ max E)(t) ~ f(t).
— Si up(z) -~ e=2” alors E\(t) ~ (it)l/ﬂ. Ainsi, le profil de u se déplace
o0
a une “vitesse” polynomiale en temps.
— Si ug(x) o Cx™%, alors In E)\(t) ~ Zt. Ici, la propagation est a vitesse
o0
exponentielle en temps.
— Si wo(x) o C(Inxz)®, alors Inln Ex(t) ~ Zt. Ici, la propagation est a
oo

vitesse super-exponentielle en temps.
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Enfin, mentionnons que ces estimations ont été raffinées [99|, ou par ailleurs
les auteurs considérent le cas d’une hétérogénéité périodique en espace.

Autres formes du terme de réaction

Les Théorémes(1.4)a ainsi que (|1.21)—(/1.22)) concernent le modéle ([1.19)).

Ces résultats sont encore valides pour le modéle non réduit (1.10]) avec r,d > 0
quelconques et K = 1, en remplagant

¢t =2Vdr, ot = \/z, Cq = da+ z (1.24)
et

En réalité, la capacité biotique K n’a d’influence que sur 'équilibre atteint
aprés invasion, qui sera u = K. Les expressions ((1.24)) ne seraient pas modifiées.
En effet, la dynamique en fronts tirés (cf Fig est déterminée par la
linéarisation autour de u = 0 : le terme de compétition n’apparait donc plus et
ne joue aucun role. Dans la suite, on restera donc dans le cadre K = 1.

Plus généralement, les résultats susmentionnés sont encore valides si on
considére le modéle

Uy = dUg, + f(u)a (125)
avec f € C1([0,1]) de type Fisher—KPP [79,108], i.e.

{f(O) = f(1) =0, (1.26)
0< flu) < f'(0u, 0<u<l.

11 faut alors remplacer r par f'(0) > 0 dans les expressions (1.24). On notera
que f(u) =ru(1 — u) vérifie bien (1.26)). La premiére condition de (L.26) assure
que 0 et 1 sont bien des équilibres. Par ailleurs, comme f’(0) > 0, ’équilibre
0 est instableE[ Enfin, la seconde condition implique que f est en-dessous de
sa tangente en 0, cf Figure M(a). Ce dernier point est essentiel : il traduit
notamment que le taux de croissance par téte @ est maximal pour u — 0.
Un individu se reproduit alors d’autant mieux que la densité est faible. C’est ce
qui permet d’assurer que la dynamique est en fronts tirés. Cela explique aussi

pourquoi f n’affecte la vitesse d’invasion qu’a travers la valeur f’(0).

D’autres types de taux de croissance f(u) ont été étudiés. Les non-linéarités
monostables supposent uniquement f € C*([0,1]) et

f(0)= f(1) =0, f(u) >0 pour u € (0,1). (1.27)

Le cas f monostable non dégénéré suppose également f’(0) > 0. La situation
est alors similaire au cas Fisher—-KPP. En effet, on peut facilement trouver des
fonctions f < f < f telles que f, f soient de type Fisher-KPP. Alors, par
comparaison, les solutions u,u de l) lorsque f est remplacée par f, f res-
pectivement, vérifient v < v < @. On peut montrer qu’il existe encore une

18. Au sens des EDO : en l’absence de diffusion, on aurait u/(t) = f(u(¢)), et alors toute
condition initiale 0 < ug = ¢ < 1 aménerait la solution & s’éloigner de I’équilibre v = 0.
Certains auteurs rajoutent la condition f’(1) < 0 pour assurer que 1 est stable, mais ce n’est
pas nécessaire en soi.
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vitesse minimale des fronts ¢* qui vérifie

(f(O) =) f(0) < (6432 < max

T o<u<ll u

M 7o),

Nous renvoyons a [128] et aux références qui s’y trouvent. En particulier, si
c¢* > 24/df’(0), ce n’est plus la linéarisation en u = 0 qui dicte la dynamique du
front de vitesse minimale : il s’agit d’un front poussé [134].

On dit que f est monostable dégénérée lorsque @ est vérifié et que f/(0) =
0 (Figure[L.18](b)), ce qui peut modéliser un effet Allee faible [110]. Un exemple
classique est f(u) = uP(1 —u) avec p > 1. La dynamique de propagation a été
étudiée par Aronson et Weinberger [17], en s’inspirant des travaux de Fujita [82].
Lorsque p < 3, la situation est qualitativement identique : il y a invasion mais
la propagation est typiquement ralentie par rapport au cas Fisher- KPP p = 1
[92.[128,(147] (par exemple ¢* = /2 si p = 2). Cependant, si p > 3, alors le Hair-
Trigger Effect est mis en défaut : pour des données initiales non triviales “trop
petites”, il y a extinction de la populationlﬂ [147]. La valeur critique pr = 3 est
nommé exposant de Fujita, et vaut pp =1+ % dans le cas général x € R™. Par
ailleurs, le front critique est toujours poussé puisque f/(0) = 0.

Les cas ignition (Figure[I.18(c)) et bistable (Figure[L.18](d)) correspondent
afecC(o,1]) et

f=0sur (0,a), siignition,

f(O) = f(].) = 07 f > 0 sur (CL, ]-)7 {f < 0 sur (O’ Cl), si bistable,

avec 0 < a < 1. Ici, la population a un taux de croissance négatif a petite
densité : si ug < a est & support compact, on peut montrer par le principe
du maximum qu’il y a extinction. Plus généralement, le Hair-Trigger Effect est
également mis en défaut de la méme maniére que précédemment [147]. Contrai-
rement au cas monostable, il n’y a qu’une seule vitesse c¢* possible pour la
propagation des fronts (qui sont en particuliers poussés) [17,/77]. Dans le cas

bistable, ¢* a le méme signe que fol f(u)du.

Fiu)

1 :
(o) KPP (b} Monostable dégénéré

i Flu)

{e) lgnition (il Bistalile

FIGURE 1.18 — Différents types de non-linéarités pour le terme de réaction f(u).

Dans tous les types ci-dessus, si ug est & support compact et que la population
survit, alors la population u = wu(¢,x) envahit a vitesse ¢*. Lorsque le front

19. En un certain sens, la diffusion ’emporte sur la réaction : la population “s’étale” trop vite
comparé au rythme des naissances. Ainsi, |[u(t, )|/ oo (r) — 0 mais [|u(t, )|l L1 (g) est croissante
en temps.
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o

— -0 6 M a0 & W 0 *

FIGURE 1.19 — A gauche, marquage de la population & l'instant initial. Au
milieu, propagation de type front tiré : la queue du front dicte la dynamique
(elle “tire” le front). A droite, propagation de type front poussé : larriére du
front dicte la dynamique (la population a larriére “pousse” le front). Source :
https ://informatique-mia.inrae.fr /biosp /homepage-Lionel-Roques.

critique est tiré, u converge typiquement vers un profil .« qui dérive en temps,
comme ([1.22). En revanche, lorsque le front critique est poussé, u converge bien
vers un profil .« sans dérive. Nous renvoyons a pour un panorama général
sur les propriétés des fronts poussés et tirés.

Tous ces types de non-linéarités ont également été étudiés dans le cas z € R”,
en remplagant u,, par le laplacien Au . Enfin, une littérature
conséquente se consacre & des lois de diffusion non-locales ou
& une compétition non-locale [31}/4288][138].

1.2.2 Environnement hétérogéne

Les modéles de la sous-section [1.2.1] supposent tous que ’environnement
considéré est homogeéne : ni la diffusion, ni la réaction ne dépendent directement
de z. Or, tout particuliérement dans le contexte d’invasions biologiques, il est
primordial de prendre en compte les hétérogénéités de I’environnement.

Cette hétérogénéité peut intervenir dans la diffusion , la réaction
, et méme souvent les deux [70] avec en plus un terme d’advection
hétérogene [81}85l[143], ou encore étre également fonction du temps [78}[113], ou
sous forme de termes non-locaux Le sujet est donc extrémement vaste,
et nous ne traiterons que des cas particuliers qui nous sont utiles dans le cadre
de cette theése.

En sous-section [1.2.3] nous étudierons un modéle a gradient environnemen-
tal. Pour cette sous-section [1.2.2] nous discuterons de deux autres cas. D’une
part, en prévision du Chapitre [ nous introduirons plusieurs modéles généraux
de diffusion (locale et non-locale) avec une dépendance spatiale. D’autre part,
nous considérons un cas simple de terme de réaction périodique en espace pour
introduire la notion de fronts pulsatoires. Nous traitons d’abord ce dernier cas.

Introduction aux fronts pulsatoires
Dans ce paragraphe on fixe L > 0 et on note
C;,’fer = {g € C*(R) | g est L-périodique} .

On considére le modeéle suivant

Up = Ugg + u(r(x) — p(z)u), t>0,zeR, (1.28)
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avec r, i € Cger et infg 4 > 0. De plus, on note A la valeur propre principale
de Vopérateur Lu = —u” — r(x)u, défini sur Cger, i.e. A est I'unique réel tel
qu’il existe ¢ € Cger telle que Lo = ¢ et ¢ > 0. On peut montrer que si

r(z) > 0,# 0, alors A < 0.

Théoréme 1.13 (Etat stationnaire et invasion si A < 0 [26}127]). Si A < 0,
alors admet un unique état stationnaire p = p(x) > 0,2 0 bornée, et de
plus p est L-périodique. En outre, il y a invasion : u(t,z) — p(x) dans C3 .(R)
quand t — +o0.

Si A >0, il nexiste pas de solution p = p(x) > 0,% 0 bornée de , et il
y a extinction : ||u(t,-)]lcc = 0 quand t — +o0.

Ainsi, si A < 0, la situation est tout a fait similaire a I’équation de Fisher—
KPP (1.16). Dans le cadre périodique constant r(z) = r et pu(z) = u, on montre
sans peine que —A =7 et p = ﬁ La valeur —A\ joue en fait le méme roéle que

f'(0) dans (L.25).

Si la notion d’état d’équilibre se généralise naturellement au cadre pério-
dique, il n’en est pas de méme pour les fronts progressifs si 7 ou u est non
constant. En effet, on ne peut alors pas construire un front ¢ = p(z — ct) solu-
tion de , et par ailleurs sa limite quand z = x—ct — —o0 ne peut étre égale
a l'état stationnaire p(z) qui est non constant. Pour relier un état stationnaire
périodique a zéro, on fait ainsi intervenir une structure trés particuliére :

Définition 1.14 (Front pulsatoire). On dit que ¢ = p(z,z) est un front pul-
satoire de vitesse ¢ > 0 associé a (1.28)) si (¢,x) — ¢(z — ct, ) est solution de

(L.28), et que
x— o(z,z) € Cl, VzeR,

p(—o00,z) = p(x)  uniformément en z, (1.29)

p(+00,2) =0 uniformément en z,

o p > 0,7 0 est une solution bornée de (|1.28)).

Pour I’équation de Fisher-KPP , on a p =1 et on vérifie que (z,x) —
U(z), ou U est un front progressif ‘“classique”, est un cas particulier de front
pulsatoire. Dans le cas général, ¢(z,2) = U(z)p(z) est un exemple de fonction
vérifiant , et fournit par ailleurs une bonne intuition du comportement
général d’un front pulsatoire. Toutefois ¢ n’est en général pas une solution de
: les variables z et z ne peuvent que rarement étre découplées. Par ailleurs,
les fronts pulsatoires vérifient typiquement que z +— @(z,z) est strictement
décroissante, ou de maniére équivalente que t — (z — ct,x) est strictement
croissante.

La notion de fronts pulsatoires fut introduite par [131] dans un contexte
biologique, et sont maintenant couramment usités [25427}/701/141,/143-145]. Une
spécificité de ces fronts est de faire intervenir deux échelles distinctes : en la
variable z, un phénoméne de grande ampleur comme une invasion, et en la va-
riable z, des petites hétérogénéités périodiques de ’environnement. Le théoréme
suivant conclut la comparaison avec le cas Fisher—- KPP classique :

Théoréme 1.15 (Fronts pulsatoires pour ([1.28) [27]). On suppose que A < 0,
et on note p l'état stationnaire obtenu par le Théoreme [1.13 Alors il existe



1.2. CONTEXTE MATHEMATIQUE 39

c* >0 tel que admet un front pulsatoire p = @(x — ct,x) si et seulement
si ¢ > c*. De plus, z — ¢(z,x) est strictement décroissante.

Il est rare qu’on dispose d’une formule explicite pour la vitesse ¢* : on peut
cependant la caractériser par une formule variationnelle |27,[143]. Pour notre
modele (1.28]), particuliérement simple, ’expression suivante est due a [101] (on
considére L = 1) :

o v'(@) + Sy(@)
= inf sup )
m>0,y€Fm 0<z<1 my(z)

F={yeC?’R)|y>0,yx)e ™ € Cphe}.

Enfin, mentionnons que les fronts pulsatoires interviennent dans des modéles
plus complexes que (|1.28)), notamment avec des hétérogénéités périodiques dans
les termes de diffusion ou d’advection [143]/144].

Diffusion locale dépendant de 1’espace

Dans ce paragraphe et le suivant, on considére uniquement des modéles de
diffusion pure, sans terme de réaction, et on se place dans un cadre multidimen-
sionnel z € RY, N > 1. Lorsqu’on considére I’équation de la chaleur avec une
diffusivité D > 0 constante, on peut 1’écrire sous plusieurs formes :

us = DAu =V - (DVu) = A(Du).

Si on remplace D par D(z) > 0 pour rajouter de ’hétérogénéité, selon la forme
qu’on considére, les modéles obtenus n’ont pas la méme signification. Sur la
premiére forme, on obtient :

u, = D(x)Au. (1.30)

Toutefois, I’équation (|1.30]), sauf cas trivial, ne conserve plus la masse et n’est
donc pas une généralisation pertinente du processus de diffusion. Avec la seconde
forme, on obtient la loi de Fick [76] :

uy = V- (D(z)Vu), (1.31)

qui est couramment utilisée pour ’équation de la chaleur en milieu hétérogéne :
si u(t,z) est une densité de température, D(x) correspond par exemple a la
conductivité thermique locale d’un matériau. Par ailleurs, conserve la
masse. C’est ainsi un modéle plus pertinent de diffusion hétérogéne en dyna-
mique des populations. Cependant, d’autres choix sont possibles : la derniére
forme conduit ainsi & la loi dite de Chapman [53] :

uy = A(D(x)u), (1.32)

qui a dérivé ce modeéle dans un contexte cinétique (des molécules qui se diffusent
dans un fluide hétérogene). La encore, la masse est conservée, mais contrairement
a les états stationnaires ne sont plus des constantes mais plutot u = % :
la population tend donc & se concentrer dans les zones ou D(x) est faible. D(x)
s’apparente ainsi & une fonction qui mesure le “rejet” de I’endroit x pour la
population w.
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Les modéles f impliquent en particulier que la diffusion est iso-
trope, i.e. elle n’admet pas de direction privilégiée. Lorsqu’un individu se dé-
place, toutes les directions sont ainsi équiprobables. En dimension N > 2, on
peut modéliser une diffusion hétérogéne et anisotrope en remplacant D(x) par
une matrice D(z) = (Dy;(z))1<ij<n symétrique définie positive. Dans (L.31)),
les vecteurs propres de D(x) déterminent les directions préférentielles, et les
valeurs propres sont des coefficients de diffusivité associés a ces directions. On
notera que pour les trois formes, sous réserve d’hypothéses classiques sur les
D;;(z), le principe du maximum s’applique.

Diffusion non-locale dépendant de I’espace

Le modéle le plus général de diffusion non-locale hétérogéne est
Ut :/ J(y, x)u(t, y)dy —/ J(x,y)u(t, z)dy. (1.33)
RN RN

Ici, J(z,y) > 0 représente le taux de saut d’un individu de = & y. Le premier
terme intégral de représente les individus qui arrivent en z (depuis une
position y), et le second les individus qui partent de z. En intégrant I’équation
en ¢ € R, on peut vérifier que le modele conserve la masse. Lorsqu’on
considére une diffusion homogéne et isotrope, J(z,y) ne dépend que de la lon-
gueur du saut ||y — z||. Lorsque N = 1, en renormalisant J on peut se ramener
au modele (|1.9) que nous avons déja vu.

Dans le cas d’une diffusion homogéne et anisotrope, le taux de saut dépend
uniquement du saut “algébrique” y — 2 € RN, mais ni du point de départ z, ni
du point d’arrivée y. Autrement dit,

J(z,y) = mK(y — z), (1.34)

oll on suppose K renormalisé de sorte que f]RN K =1, ie. K est une densité
de probabilité qui détermine la distribution des sauts (longueur et direction),
tandis que m > 0 représente le Total Jump Rate (TJR) : cela représente la
quantité de sauts réalisés par unité de temps depuis un point de I’espace donné.
On suppose couramment que le noyau K est symétrique : K(—z) = K(z), ce
qui ne remet pas en cause ’anisotropie en dimension N > 2.

Enfin, dans le cas d’une diffusion hétérogéne et anisotrope, il est souvent plus
facile de faire le changement de variables

J(z,y) = K(z;y — x), (1.35)

ot K (xz;-) s'interpréte comme la distribution des sauts partant de z. La encore,
on suppose en général K(x,z) = K(z,—z), ce qui se traduit par ’hypothése
suivante sur J :

J(z,y) = J(z, 2z —y).

Par ailleurs, une forme particuliére utile d’un tel noyau est donnée par
K(wy - o) = m(@) R (y - o), (1.36)

oll & nouveau on suppose K de masse unité et ol

vmmzéme@,
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est le TJR pour les sauts partant de z. On notera que la forme permet
de dissocier 'anisotropie (fonction K) et 'hétérogénéité (fonction m).

Des modéles de diffusion non-locale de la forme ont été étudiés dans
[87], et on renvoie également & [60L[65,/89] pour des résultats sur l'existence
d’états stationnaires et de fronts dans ce contexte.

De maniére générale, les modéles de diffusion non-locale (méme homogéne
et isotrope) n’ont pas un effet régularisant sur la solution, au contraire des
modéles locaux, pour lesquels les solutions sont typiquement aussi réguliéres
que les coefficients le permettent. En revanche, le principe du maximum est
encore valide dans la plupart des cas de diffusion non-locale. Cependant, cela
n’est plus vrai lorsque la non-localité se situe dans un terme de compétition (de
par sa non-linéarité), comme c’est le cas pour le modéle ci-aprés.

1.2.3 Equations de réaction-diffusion et gradient environ-
nemental

Modéle étudié et préliminaires

Dans cette sous-section, on considére une population n(t, z,y) structurée en
temps ¢t > 0, en espace x € R et en trait y e R :

Ny = Ny + nyy + 1 [r(y — Bx) — [pn(t, z,y)dy'] (137)
n(O,m,y) = n0($7y) Z 07 '
r(z) =1— A%2? (1.38)

avec A > 0, B > 0. Il s’agit d’un modéle quasiment identique a 7,
ot les constantes d, o, a2 > 0 ont été absorbées par des changements d’échelle
en temps, espace et trait.

Rappelons briévement les caractéristiques de (1.37)). La fitness r(y — Bx)
est maximale quand le trait y est égal a un trait optimal y,,(r) = Bz, et
positive tant que |y — Bx| < A~L. Le trait optimal dépend (linéairement) de
la position z, ce qu’on appelle un gradient environnemental (linéaire). Quant
au terme intégral, il correspond & une compétition non-locale en trait : tous les
individus en (¢,x) sont ainsi en compétition pour la survie. Ce caractére non-
local entraine en particulier que ne jouit plus du principe du maximum,
ce qui complique sensiblement ’analyse du modéle.

Des modéles tels que sont classiques en dynamique des populations
|1241|126]. Le cas d’une compétition purement locale est traité dans [23], tandis
qu'un équivalent en reproduction sexuée intervient dans [114]. Une approche
Hamilton-Jacobi avec un gradient général et pour des traits bornés se trouve
dans [40]. Enfin, les auteurs de |113| considérent un modéle ot environnement
est fluctuant au cours du temps.

Remarque 1.16 (Choix de la sélection et de la compétition). Les résultats qui
suivent sont encore valides pour des fonctions r plus générales. On pourrait par
exemple considérer r € C(R) tel que r7(z) - —oo quand |z| — +00. Cependant,
le cas type suffit & donner un bon apercu de la situation. Pour le terme
de compétition, on pourrait typiquement considérer

/K(tw,y,y’)U(t,x,y’)dy’,
R
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ou K(t,z,y,y") > 0 décrit le malus de compétition pour un individu en (¢, z,y)
face & un individu en (¢, z,3’). Cependant, s’il existe deux constantes k1 > 0
telles que k- < K < k., alors les résultats sont qualitativement les mémes :
la fonction K n’influe pas sur l'extinction ou la survie de la population, ni sa
vitesse d’invasion. Elle influe uniquement sur la répartition de la population
aprés invasion, car la dynamique (en cas de survie) correspond a des fronts
tirés, comme pour ’équation de Fisher—-KPP (1.19). Dans la suite, on prendra
K =1, qui est un cadre pour lequel on dispose d’'une expression explicite d’'un
état stationnaire de ([1.37)).

Remarque 1.17 (Lien entre I’équation de Fisher-KPP (1.19) et le modéle (|1.37)).
Le modéle (1.37)) est une généralisation de 1’équation de Fisher—-KPP si
A =0, alors en intégrant formellement selon y € R, on retrouve que N (t,z) =
Jp n(t,z,y")dy" veérifie . En d’autres termes, en I’absence de sélection na-
turelle, la population totale en (¢, z) suit '’équation de Fisher—-KPP classique.

Avant de poursuivre, nous devons faire quelques préliminaires. Tout d’abord,
plutot que de travailler en variables (z,y), on réalise une rotation du repére par
le changement de variables

n(taxay) :U(t7X7Y)7 ’I’LQ(.T,Z/) :UO(Xa Y)a (139)
ou X (resp. Y) représente la direction paralléle (resp. orthogonale) au trait
optimal y = Bz (cf Figure [1.20)), i.e.

x + By y— Bx
X=— Y = F———. 1.40
V1+ B2 V1+ B? ( )

Dans ces nouvelles variables, le modéle (1.37)) devient (on rappelle que le lapla-
cien An = ng, + ny, est invariant par rotation) :

ve =vxx +vyy +o[F(Y)—I(v)], (1.41)

FY)=1-A*(1+ B*)Y?, (1.42)

et I(v) est un terme intégral qu’il n’est pas nécessaire d’expliciter ici.

Il nous faut également introduire les propriétés spectrales de 'opérateur
Hu = —u" — 7(z)u défini pour u € Hf (R). Dans notre cadre 7 lopéra-
teur H correspond & l’oscillateur harmonique, ce qui nous donne une expression
explicite des éléments propres.

Lemme 1.18 (Eléments propres de H). Soit 7 la fonction avec A, B > 0.
Il existe une famille (\;,T;)ien dans R x HE (R) telle que

(1.43)
ITillL2m) = 1.

{—mz) —#(2)y(2) = ATu(2) Vz€R,
De plus (T';)ien est une base hilbertienne de L*(R), on a A\; = Ao +2iA\/1 + B2

et
Xo=AV1+B2—1, Tgy(z) = Ce 3AVIFTE (1.44)

ot C > 0 est une constante de normalisation.
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i/A /
—1/A

N\ <«

FIGURE 1.20 — Changement de coordonnées (x,y) — (X,Y). En gris, la zone
our(y — Bx) > 0.

Les éléments propres (dits principaux) Ap,T'g sont d’une importance cru-
ciale. D’une part, la fonction I'g aide notamment & construire des sous et sur-
solutions, et fournit un “bon candidat” pour ’équilibre atteint en cas d’invasion
(& constante multiplicative prés). D’autre part, le signe de A permet de dé-
terminer la survie ou ’extinction de la population. Nous détaillons ce dernier
résultat ici pour éviter de le répéter dans les différents cas particuliers :

Proposition 1.19 (Extinction si Ag > 0 [6]). On suppose que Ao > 0 et que ng
est a support compact. Alors toute solution n > 0 de s’éteint exponen-
tiellement vite :

In(t, - )| Lo @) = O(e™™"),  quand t — +oo0.

Ce résultat se montre relativement aisément : dans les nouvelles variables
(11.39)—(1.40), v est une sous-solution d’un opérateur parabolique :

v —vxx —vyy —F(Y)v=—I(v)v <0

tandis que pour tout C' > 0, ¥(t,Y) = Ce *!T4(Y) est une solution de ce
méme opérateur. Avec C suffisamment grand, on a aussi vg < 7(0,-), ce qui
entraine par le principe du maximum v(¢, X,Y) < o(¢,Y) pour tous ¢, X,Y. On
conclut en remarquant que v(t,Y) = O(e~*!) uniformément en Y.

Le cas A\p = 0 meéne également & I’extinction, mais & une vitesse plus faible
qu’une exponentielle. La situation s’apparente alors a I’équation de la chaleur
(1.8) o c’est la diffusion seule qui entraine lextinction.

Le cas B =0 (pas de gradient environnemental)

Le modéle dans le cas B = 0 a été étudié dans [29]. Nous verrons que,
en quelque sorte, cette équation réalise un couplage entre, pour la variable y, le
probléme aux valeurs propres et, pour les variables t et x, I’équation de
Fisher-KPP

Ut = Ugy + (—Ao)u(l — u). (1.45)



44 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

En particulier, les fronts auront une dynamique similaire & celle des fronts
Fisher-KPP.

Nous commencons par présenter les résultats sur les états stationnaires et
les fronts. Par front, on entend une solution bornée de de la forme ¢ =
o(z — ct,y) avec ¢ > 0, qui vérifie

lim inf 93>0 0 li ) =0. 1.46
liminf o(z,-) >0, >0, lim ¢(z) (1.46)
Autrement dit, z — ¢(z,y) est front-like (1.20) uniformément en y. Ce front se
propage a vitesse ¢ en espace. On ne précise pas a quoi ressemble 'arriére du
front car, en régle générale, il n’y a pas forcément unicité d’un état stationnaire
positif : deux fronts peuvent ainsi connecter deux états différents a zéro.

Théoréme 1.20 (Etats stationnaires et fronts si B = 0 [29]). On suppose que
Ao < 0 et B = 0. Alors il existe un unique état stationnaire positif borné de

. 1l est donné par
fR Lo

De plus, pour tout ¢ > ¢* == 21/—XN, il existe une solution bornée p. = p.(r —
ct,y) de vérifiant , unique a translation prés en la premiére variable.

Pour tout 0 < ¢ < ¢* il n’existe aucune telle solution.
Enfin, pour ¢ > ¢* on alim,_,_ vc(z,y) = G(y) uniformément en y € R.

G(y) = kDo (y), k > 0.

En fait, on a méme une expression explicite du front : ¢.(z,y) = ¥.(2)G(y),
ou 9. est un front de vitesse ¢ solution de I’équation de Fisher— KPP . Le
modéle présente ainsi de grandes similitudes avec I’équation de Fisher—
KPP : G(y) joue le role de 'état d’équilibre u = 1, et les fronts connectent cet
état & zéro pour un demi-intervalle de vitesses admissibles. Le résultat suivant
concerne le probléme de Cauchy.

Théoréme 1.21 (Vitesse d’invasion si B = 0 [29]). On suppose que Ag < 0
et B = 0. Soit n une solution de avec ng > 0,% 0 réguliere a support
compact. Alors il y a invasion de 'état G(y) : limy—s 400 n(t, z,y) = G(y) pour
tous x,y. De plus, la vitesse d’invasion est c*, au sens ot

lim < sup n(t,x,y))O Ve > c*,

E=4e0 \ |z[>ct, yeR

t=400 \ |z|<ct, yeR

lim ( sup  |n(t,x,y) — G’(y)> =0 Ve<c'.

A nouveau la situation est trés similaire & ’équation de Fisher—-KPP : une
donnée initiale a support compact non triviale entraine une invasion (Hair-
Trigger Effect) a vitesse ¢*. La preuve du Théoréme repose sur une décom-

position de u(t, x,y) sur la base des fonctions propres (I';);en (Lemme [1.18]) :

“+oo
u(t,x,y) = Z u; (t, )T (y).
i=0
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En injectant cette expression dans (1.37) et en projetant sur I';, on voit que
chaque u; est solution de

+oo
(wi)e = (Wi)ww +ui | —Xi — jz:;)uj _/Rrj(y)dy ) (1.47)

ce qui permet de découpler la variable y des autres. On voit sur (1.47) que
chaque coordonnée u; est “en compétition” avec les autres, et au final c’est ug
qui 'emporte, car sa fitness est —A\g > —A; pour tout i > 1.

Lecas B> 0

Le modele (1.37) avec B > 0 a été étudié dans [2}/6]. Ici, le changement de
coordonnées ([1.39)—(1.40|) est essentiel. L’équation (1.41)) dans le repére tourné
(137

est trés proche de ) avec B = 0, & ’exception du terme de compétition
I(v). Fondamentalement, ce nouveau terme de compétition ne changera pas la
dynamique en fronts tirés, car I(v) reste négligeable a l'avant du front. Ainsi,
les résultats basés sur 'avant du front présenteront des similitudes avec ceux
des Théorémes et [[21] Cela inclut notamment la vitesse des fronts et la
vitesse d’invasion. En revanche, on dispose de peu d’informations sur ’arriére
du front (et notamment leur convergence vers un état stationnaire) : le terme
I(v) rend en effet analyse trés complexe.

Lorsque Ao < 0, les auteurs de |6] montrent existence de fronts ¢, =
we(X — ¢t,Y), qui se propagent donc dans la direction favorable X — +oo.
Ces fronts existent si et seulement si la vitesse ¢ satisfait ¢ > ¢* = 2v/—)\g.
La preuve s’appuie sur un argument de degré topologique. On ne dispose plus
d’une expression explicite du front car, contrairement au cas B = 0, le terme de
compétition I(v) ne permet plus de séparer les variables X et Y lorsque B > 0.

La question de la vitesse d’invasion a été étudiée dans [2], ou les auteurs
ont plus généralement considéré un trait optimal qui varie au cours du temps :
Yopt = B(x — st) avec s > 0, pour modéliser par exemple un réchauffement
climatique de vitesse s. Etant donné qu’on ne sait pas a quoi ressemble I’état
stationnaire vers lequel converge la solution, on ne peut pas caractériser la vitesse
d’invasion comme au Théoréme [[.2I] Pour ce faire, on introduit les ensembles
suivants, pour p > 0 :

E(t) ={r e R| N(t,z) = u}, N(t,x) = /Rn(t,x,y)dy. (1.48)

Autrement dit, ce sont les ensembles de niveau p de la population totale en
(t,z), indépendamment du trait y, qui est donc donnée par N(t,x).

Théoréme 1.22 (Vitesse d’invasion [2]). On suppose g < 0 et ng # 0 a
support compact. Alors

n * * . _>\O
IB>0,Yu e (0,8), E;(t) ~w't, w -:2\/1+732‘

L’exprgssion EZ (t) ~w*t ala méme signification qu’a I’Exemple Au-
trement dit, les niveaux p assez petits se propagent & la vitesse w*. Pour les
niveaux p plus élevés, on ne peut rien dire car cela se situe a 'arriére du front.
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On remarque que w* = (1 + Bz)*l/zc* : cela vient du fait que la vitesse ¢* des
fronts correspond a la vitesse de propagation dans la direction X — +o00. Or,
biologiquement, c’est la vitesse de propagation en espace, donc dans la direction
r — 400, qui nous intéresse. Ces deux vitesses sont proportionnelles, et c’est
de 1a que vient le facteur (1 + B2?)~1/2. La vitesse d’invasion est donc la méme
que celle du front critique.

Déterminer ’état stationnaire vers lequel converge n est encore un probléme
ouvert, mais on peut en donner une conjecture : on remarque que

fR Lo

est un état stationnaire de , tout comme pour le cas B = 0. De plus, on
observe numériquement que v(¢, X,Y) — G(Y') quand ¢t — +oo, cf Figurem
Il semble donc naturel de supposer que G(Y) est cet état d’équilibre atteint
aprés invasion.

G(Y)=kDo(Y), Kk >0, (1.49)

FIGURE 1.21 — Comportement asymptotique de la solution numérique n(t, z, y)
de (1.37) avec ng a support compact. En rouge, la fonction G(Y). En vert, le
trait optimal y = Bux.

On observe également sur la Figure que la population reste concentrée
autour du trait optimal y = Bz aprés invasion. En fait, on peut méme montrer
le controle n(t, z,y) < Ce *¥=B2| ayec C, k> 0.

1.3 Travaux effectués au cours de la thése
1.3.1 Résumé du Chapitre [2| : Invasion accélérée dans un
modéle d’écologie évolutive

Ce travail, écrit seul, a donné lieu a une publication dans Journal of Diffe-
rential Equations |123).
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Motivations et objectifs

On considére une densité de population n(t, z,y) structurée en temps ¢t > 0,
espace r € R et trait y e R :

{nt—nm—l—nyy—l—n[l—AQy Bzx)? — [on(t,z,y)dy'] (1.50)

(O,Z,y) - n0($7y) > Oa

avec A, B > 0. Avant d’exposer l'objet de ce travail, il convient de rappeler
quelques résultats de la sous-section [I.2]:

— Pour le modéle 1D a condition que A\g < 0, ot \g = AV1+ B% —1,
toute donnée initiale ny #Z 0 entraine la survie de la population et son
invasion. De plus, si ng est a support compact, alors cette invasion se

produit & vitesse w* = 2,/ 11}?2 (Théoréme [1.22)).

— Parallélement, pour I’équation de Fisher—-KPP , lorsque la donnée
initiale ug = ug(z) admet une queue lourde en +oo (Définition , la
solution se propage en accélérant, et on dispose d’estimations précises sur
la position des ensembles de niveau de u (Théoréme .

Enfin, la Remarque souligne que le modeéle (|1.50)) avec Ag < 0 est en fait une

généralisation de ’équation de Fisher—-KPP (1.19) & un cadre d’écologie évolutive
avec gradient environnemental. Ceci améne naturellement a se poser la question
suivante : est-il possible de généraliser le résultat d’accélération de I’équation de

Fisher-KPP ([1.19) au modéle (1.37)) ? Le probléme est ainsi double :

A) Trouver une condition de “queue lourde” sur ng qui entraine une accéléra-
tion de la solution de (1.50). On souhaite bien entendu trouver la condition
la plus générale possible.

B) En supposant cette condition satisfaite, obtenir une estimation de la po-

sition asymptotique des ensembles de niveau de la solution, dans ’esprit
du Théoréme 111

Note. Dans le Chapitre ] une convention différente a été prise : la pression de
sélection A2 de ((1.50) est dénotée par A dans le Chapitre I 2l De plus, Iy a été
normalisé selon | Iolloc = 1, ce qui permet de prendre C' = 1 dans (1.44]).

Enfin, mentionnons que nos résultats sont encore valides pour un terme de
sélection ou un terme de compétition plus généraux : la Remarque [I.16] est
également valide ici.

La condition de queue lourde en 2D

L’étape n’est pas triviale dans la mesure ot la notion de queue lourde pour
les fonctions d’une variable (comme ug) n’a aucune généralisation immédiate
pour les fonctions de deux variables (comme ng). On pourrait imposer une queue

lourde dans toutes les directions en supposant que no(z,y) > ¢ (\/xQ + y2>7 ol

q: Ry — R% admet une queue lourde. Cette condition s’avére beaucoup trop
restrictive. Notre premier résultat met en jeu une condition nettement plus fine :
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Hypothése 1.23 (Condition de queue lourde 2D). On rappelle que les nouvelles
coordonnées (X,Y) sont données par . On suppose que la donnée initiale
vo(X,Y) = ng(z,y) > 0 vérifie

vo(X,Y) 2 uo(X) 1 oy (Y), (1.51)

ouo_ <oy etuy € L(R) est supposée front-like avec une queue lourde
(Déﬁnitz'on dans la direction +oc.
Par ailleurs, on suppose que vy(X,Y) < Coe=rolY1,

La derniére condition sert, entre autres, & assurer 'intégrabilité de v et a
dériver un contréle similaire sur ses queues en Y — Fo0. La Figure illustre
la condition . On notera que la bande peut étre choisie aussi étroite et aussi
éloignée du trait optimal Y = 0 qu’on le souhaite. Afin de pouvoir quantifier
la vitesse de propagation, on rappelle la définition (1.48) de Ej(¢) pour tout
1 > 0. Notre second résultat est le suivant.
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FIGURE 1.22 — En gris, la bande Y € [o_,04] ou la donnée initiale vy doit
étre supérieure a une queue lourde dans la direction X — 4oc0. En pointillés, la
zone ot 1 — A%(y — Bxz)? > 0.

Théoréme 1.24 (Une queue lourde initiale entraine accélération). On suppose
Ao < 0. Soit n > 0 une solution globale de , avec une donnée initiale ng
qui vérifie I’Hypothése . Alors il existe > 0 tel que pour tout p € (0, 3),
on a

1
n min E}; (t) — +oo, quand t — +oo0.

La vitesse des ensembles de faible niveau est donc une fonction sur-linéaire du
temps : il y a bien accélération de la propagation. On ne peut typiquement pas
obtenir d’information sur les ensembles de niveau plus élevés, & cause du terme
de compétition non-local. Notons qu’il suffit que la donnée initiale présente
une queue lourde sur une bande paralléle & la direction X — 400 pour avoir
accélération, peu importe la position ou la largeur (non triviale) de cette bande.

La preuve du Théoréme [T.24] repose sur la construction de sous-solutions.
Comme cette preuve est assez similaire a celle du Théoréme [I.25] ci-dessous,
nous ne la commenterons pas ici.
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Position des ensembles de niveau

L’étape [B)| est également ardue : comparé a ’équation de Fisher—KPP, le
modeéle ((1.50)) présente, outre la dimension y supplémentaire, un terme non-local
qui rend inapplicable le principe de comparaison.

Pour R > 0, on notera (A, T'?) les éléments propres principaux associés au
probléme sur le domaine Y € [—-R, R], au lieu de Y € R. On peut montrer
que A& N\, Ao quand R — +oo [28]. Nous présentons maintenant notre second
résultat (sous une version plus simple pour la clarté du propos) :

Théoréme 1.25 (Estimation de EJ(t) si queue lourde initiale). On suppose
que Ao < 0. Soit n > 0 une solution globale de , avec une donnée initiale
ng qui vérifie I’Hypothése . Soit R > 0 assez grand pour que \F < 0.

Sous certaines hypothéses supplémentaires sur ug (réqularité, décroissance a
Uinfini, etc.), il existe B > 0 tel que pour tous u € (0,5) et € € (0,—\f), il
existe T), . > 0 tel que

min E7(t) > \/ﬁ min 1y~ (e—<—A§—e)t) Vt> T, (1.52)

Sous d’autres hypothéses sur ng, on peut également établir une borne supé-
rieure similaire pour max Eﬁ(t) Toutefois, la preuve de la borne supérieure est
plus simple. En effet, aprés la rotation des coordonnées 1.397, on voit
que v est sous-solution de l'opérateur v — vy —vx x —vyy —7(Y)v. Cet opérateur
n’ayant plus de terme non-local, on peut appliquer le principe de comparaison
et en déduire la borne avec une sur-solution adéquate.

La preuve de la borne inférieure est plus compliquée. Supposons dans
un premier temps que [—R, R] C [0_, 0], ou l'on rappelle que [o_, 0] repré-
sente la position en Y de la bande dans 'Hypothese [[.23] Tout d’abord, on
majore le terme de compétition non-local en utilisant une version affinée de
I'inégalité de Harnack parabolique démontrée dans |2]. On montre ensuite par
le principe de comparaison que v(t, X,Y) > w(t, X,Y) = pu(t, X)[F(Y) avec
p > 0 assez petit, et u la solution de I’équation de Fisher-KPP de donnée initiale
ug. On conclut alors avec le résultat d’accélération de |95 appliqué a u. Si a
présent [—R, R] ¢ [0_,04], une majoration plus grossiére du terme non-local
permet de construire une sous-solution intermédiaire v(¢, X,Y) sur ¢ € [0,1],
telle que v(1, X,Y) > puo(X)TF(Y), et on est ramené au cas précédent, avec
un décalage en temps.

Ainsi, si up(x) o x~%, on obtient E}(t) 2 ew(=X'=9)t pour ¢ assez grand,
- oo

c’est-a-dire que les ensembles de faible niveau se propagent a vitesse (au moins)
exponentielle. Lorsque R augmente, on a A\¥ \, \¢ et la borne inférieure devient
donc meilleure. Toutefois, on a également 5 = B(R) \, 0, et donc cette borne
s’applique & des niveaux p de plus en plus bas. Il y a donc un compromis a
trouver entre précision et généralité de I’estimation.

Enfin, le facteur (14 B2)~'/2 vient du fait qu’on s’intéresse a la propagation
dans la direction x — 400 et non X — +o00. Nous renvoyons aux commentaires
du Théoréme [1.22 pour de plus amples détails.
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Importance de la direction de la queue lourde initiale

Les résultats précédents montrent qu’il y a accélération de la propagation si
e e . . _ =z+By

la donnée initiale admet une queue lourde dans la direction X = SipT +00.

Une question naturelle est d’étudier le cas ol la queue lourde est dirigée selon

une autre direction, par exemple

,_ z+ By /

Pour plus de clarté, on considére ci-dessous le cas B’ = 0, donc une queue dans
la direction x — +o00. Cependant, le résultat reste valide pour tout B’ # B.

Théoréme 1.26 (Une queue lourde “mal orientée” empéche l'accélération). On
suppose que Ao < 0 et qu’il existe o < oy et C' > 0 tels que

0 <no(z,y) < Clig_ o,)(y)- (1.53)

Alors la solution n se propage a vitesse w* = 24/ %.

On notera que la condition inclut la possibilité de queues “constantes”,
donc extrémement lourdes. Malgré cela, la vitesse de propagation est identique
au cas oul ng est & support compact, cf Théoréme [I.22] car la queue initiale est
dirigée vers x — 400 au lieu de la direction favorable X — +oo. Ainsi, pour
qu’une accélération de la propagation ait lieu, I'orientation de la queue lourde
dans la direction favorable y = Bx est essentielle.

La preuve du Théoréme repose sur une borne supérieure de max £y (t)
pour les petits niveaux p. On s’inspire de la preuve du Théoréme pour
construire une sur-solution ) qui se propage a vitesse w*. Toutefois, & cause de
la condition , il est nécessaire de considérer une sur-solution n = 1+ ¢ ou
©(0,-,-) > ng et |l(t, -, )|/ L2y — 0 quand ¢t — 4-o00. Bien que ¢ ne soit pas
une sur-solution, un découpage précis de R? permet de montrer que 7 l'est et
de conclure.

Interprétation biologique : le paradoxe de Reid

Depuis la fin de la derniére ére glaciaire, il y a environ 11 000 ans, les vé-
gétaux ont peu a peu recolonisé le nord du continent européen. Cependant, les
premiers calculs effectués par Reid en 1899 et confirmés par Skellam [132] en
1951 suggéraient que cette recolonisation aurait di prendre au moins un mil-
lion d’années. Il s’agit du paradoxe de Reid. Deux approches récentes ont été
envisagées pour corriger le modeéle (local) de Skellam et aboutir & une vitesse
théorique plus proche des observations :

— En 1998, Clarke et ses collaborateurs [57,/58] ont considéré une diffusion
non-locale : la vitesse d’invasion plus élevée serait due a la présence d’évé-
nements rares de dispersion de graines sur des longue distances, notam-
ment par des animaux. Pour des résultats mathématiques, on renvoie &
Garnier [83].

— En 2010, Hamel et Roques [95] ont montré qu’une invasion accélérée peut
se produire pour I’équation de Fisher—-KPP (|1.16)) avec une donnée initiale
a queue lourde (Théoréme [1.10). Une queue lourde initiale s’expliquerait
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par lexistence de micro-refuges qui ont permis & des arbres ou des graines
de subsister plus au Nord que prévu a la fin de I'ére glaciaire. Nous ren-
voyons & [127] pour une comparaison entre cette approche et la précédente.

Notre résultat d’accélération (Théoréme [1.24]) s’inscrit dans la continuité de
cette derniére approche. En effet, le modé constitue une généralisation
de I’équation de Fisher-KPP dans un cadre évolutif, ol y serait un trait lié a la
résistance a la température.

Une perspective pour justifier théoriquement ’existence d’une queue lourde
initiale est la suivante : on remplace la pente du gradient B par la fonction

B(t) = Bo + Bi1jo,1(t),

avec By, By, T > 0. Autrement dit, pendant une durée T' correspondant a 1’ére
glaciaire, la pente du gradient de température devient By + B; > By. On
suppose By suffisamment petit pour que A\o(Bg) < 0, de sorte que pour ¢t < 0,
donc avant 1’ére glaciaire, il y a eu survie et invasion de la population, qui s’est
stabilisée & “I’état stationnaire” suivant pour t =0 :

. ~ —Xo(Bo)
0(X,Y) =kTo(Y), k= T,

Pour t € [0,T], on aura typiquement \o(By + B1) > 0, et donc la population
diminue & vitesse exponentielle en temps (Proposition . Cependant, nous
conjecturons qu’a t = T, lorsque les conditions sont de nouveau favorables, la
population a réussi & maintenir une queue lourde dans la direction du trait
optimal X — 400, ce qui fait accélérer 'invasion de la solution pour t > T.
Cela permettrait de conforter 'hypothése d’apparition de micro-refuges, dans
un contexte évolutif.

1.3.2 Résumé du Chapitre (3| : Population affrontant un
gradient environnemental non-linéaire — états sta-
tionnaires et fronts pulsatoires

Ce travail, effectué en collaboration avec Matthieu Alfaro, a été soumis [10].

Motivations

Dans ce chapitre, on considére une population u(¢, x,y) structurée en temps
t > 0, espace x € R et trait y € R, qui vérifie ’équation de réaction-diffusion
suivante :

Ut = Ugg + Uyy + U (1 - AQ(y - yopt($>)2 - /

u(t,x,y’)dy') , (1.54)
R

avec A > 0. Il s’agit d’'un modéle d’écologie évolutive avec gradient environne-
mental, i.e. le trait optimal pour la survie dépend de la position : Yopt = Yopt ().
Lorsque yopt () = Bz, donc un gradient linéaire, on retrouve le modéle (1.37)),
que nous avons déja extensivement décrit. Dans ce cadre, nous avons notamment
exposé des résultats d’extinction, de survie, et d’invasion, ainsi que l’existence
d’états stationnaires et de fronts.

L’objectif est d’étudier le probléme pour un gradient environnemental
non-linéaire. L’apport sur le plan biologique est évident, car on peut trouver de
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nombreux exemples de gradients non linéaires dans la nature. Pourtant, sous
cette hypothése et & notre connaissance, aucun résultat mathématique signifi-
catif n’a encore été obtenu. On peut citer trois raisons : la non-linéarité de yopt
empéche de se ramener & un probléme aux valeurs propres sous-jacent; pour
certains profils yo,¢, on soupgonne qu’il puisse y avoir survie sans invasion ; en-
fin, on s’attend & ce que des effets de courbure de y,¢ (2) influent sur I’éventuelle
dynamique de propagation.

Ce chapitre constitue une premiére étape vers la compréhension du modéle
. Pour ce faire, nous utilisons une approche perturbative, en supposant

Yopt (1) = €6(z), (1.55)

avec 0 < |e] < 1 et 6 € Cp(R). Nous cherchons & construire des états station-

naires et des fronts pour 7 avec ¢ # 0. Lorsque € = 0, on connait un
état stationnaire non trivial et des fronts progressifs (cf Théoréme . Notre
stratégie consiste donc a en construire des versions “perturbées” lorsque € # 0.
On pourra alors obtenir des interprétations biologiques a partir de leur déve-
loppement asymptotique en &, qui par ailleurs peut donner une intuition de la
situation dans un cadre non perturbatif.

Construction d’états stationnaires

Notre premier résultat concerne ’existence d’états stationnaires non triviaux
n® =nf(x,y) de 7. On rappelle que lorsque € = 0, il existe un unique
état stationnaire strictement positif si et seulement si A\ = A — 1 < 0, et alors
cet état est donné par la Gaussienne (Théoréme :

A 1 2
n%(y) = —Xo\/ —e 2 > 0. (1.56)
2m

Remarque 1.27 (CNS de survie). On rappelle que, pour (1.54)), la population
survit si et seulement si Ay < 0, ce qui équivaut & A < 1. Lorsque la pression
de sélection A tend vers zéro, la survie est “facile”, ce qu’on voit en remarquant
que

/ n®(y)dy = —X\o /' 1, quand A — 0,
R
i.e. aprés invasion, la population totale a la position x est décroissante en A.

Théoréme 1.28 (Construction d’états stationnaires). On suppose que Ag < 0
et 0 € Cy(R). Alors il existe un espace normé Y C CZ(R?) et g9 > 0 tel que
pour tout |e| < €,

il existe un unique n® €'Y qui satisfait -,
et on dispose du développement asymptotique suivant
n®(z,y) = n’(y) +en'(x,y) + ole) dans Y, quand ¢ = 0, (1.57)
ot

n'(z,y) = Alpa *0)(@)yn®(y),  palz) = %\/ﬂffm‘“- (1.58)
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L’espace Y est donné par , et est muni de la norme . Cet espace et
cette norme dépendent en fait d’une constante 3, qui doit étre prise supérieure
strictement a 173 pour que le Théoréme soit valide. Toutefois, la valeur de 3
n’impose aucune condition particuliére sur ¢, mais influe sur ¢( et sur la solution
n ainsi construite.

La preuve du Théoréme [T.2§| repose sur une application rigoureuse du théo-
réme des fonctions implicites, dans des espaces de fonctions assez complexes.
Le développement peut se poursuivre jusqu’a tout ordre, mais 1’ordre 1
sera suffisant pour en faire une interprétation biologique, que nous exposons au
paragraphe suivant.

Le théoréme qui suit nous dit que certaines conditions supplémentaires sur
0 se transmettent a la fonction x — n®(z,y) ainsi construite. On considére trois
cas 0 € Ci"(R), 6 périodique et § € Cy(R), i.e. la perturbation du trait optimal
est “localisée”. Pour les deux derniers cas, on assure également la positivité et
un controle des queues en y de nc.

Théoréme 1.29 (Transfert de propriétés de 6 a n®). Sous les hypotheses du
Théoréeme

— i 0 est dans C*(R) avec m € N, alors n° € C;"**(R).

— s1 0 est L-périodique avec L > 0, alors n° est L-périodique en x.

— si 0(z) — 0 quand |z| — +oo, alors n®(x,y) — n%(y) quand |z| — +o0,
uniformément en y € R.

Enfin, dans les deux derniers cas, en réduisant €y si besoin, on a
VYa >0, 3C > 0, V|e| < &g, 0<n(x,y) < Ce Wl sur R2. (1.59)

La positivité dans repose sur un argument a posteriori. Il repose sur
Pobservation que, si par labsurde infgzn® < 0, alors (quitte a réduire &),
le minimum est atteint dans un compact de taille indépendant de €. On en
déduit une contradiction car ||n® — n°|| g2y — 0 quand ¢ — 0. La “compa-
cité en y” vient de l’équation vérifiée par n®, a travers le terme de sélection
1 — A2 (y — e6(z))?. La “compacité en z” vient, selon 'hypothese sur 6, de la
périodicité de x — nf(x,y) ou le fait que n°(x,y) — n°(y) quand |z| — +oo,
uniformément en y € R.

La stricte positivité et le controle des queues de ([1.59) résultent ensuite du
principe de comparaison.

Interprétation biologique de ((1.57))—(1.58)

Sous les hypothéses du Théoréme [1.28] ((1.57)—(1.58) nous donne des infor-
mations sur la déformation de 1’état stationnaire n¥, a 'ordre 1 en € :

n(e,) = 1) [ 14 AaxO)(@)y+0(e) |, palz) = goe e,
—_—————

=:D(x)

ol a = V/2A. Le développement ci-dessus n’est pas uniforme en y € R, et
n’est donc valide que pour y ~ 0. L’erreur relative entre n° et n° est donc, &
Pordre 1, proportionnelle & un terme D(x), que nous appellerons déformation.
La déformation est ainsi proportionnelle a la convolution entre le trait optimal
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Yopt () = €6(z) et le noyau exponentiel p,. Elle est donc maximale en les points
r qui maximisent oli minimisent cette convolution.
Cette remarque vaut également pour I'erreur absolue

n®(z,y) —n’(y) =eD(z,y) +o(e),  D(z,y) = D(x)yn’(y),

ou cette fois le développement est uniforme en y. On remarque que, & x fixé,
D(z,y) atteint ses bornes en y = £y4 = +=A~/2 : cette valeur ne dépend ni de
0, ni de €. Nous illustrons ces résultats avec des simulations numériques. Tout
d’abord, on considére 6(z) = sin(27z), cf Figure[1.23] On vérifie que les extrema
de l'erreur absolue numérique se produisent bien autour de y = +y4, qui est
trés supérieur au trait optimal |y, (z)| < |¢|. Cependant, si on regarde (au lieu
de lerreur absolue) I’état stationnaire n°(z,y), on observe numériquement qu’il
atteint un maximum en un point proche de y = 0 pour |e| assez petit.

FIGURE 1.23 — A gauche, Perreur absolue n°(x,y) —n°(y), oit n° est déterminée
numériquement. A droite, erreur absolue théorique & I'ordre un eD(z,y). En
noir, la fonction §(x) = sin(27z). En pointillés noirs, le trait optimal you:(x) =
gf(z). Iei A=0.9et e=10"%

On considére également un profil 1-périodique 6 défini par

+1 size (0,5)U(1-4%1),

1.60
-1 size($1-%), (1.60)

O(z) =b,(x) = {

avec 0 < a < 1. Autrement dit, le trait optimal y,,: () ne prend que les valeurs
+¢ et le paramétre a détermine ’asymétrie de la perturbation. En effet, au cours
d’une période, on a Yopt(x) = +€ (resp. yopt(xz) = —¢e) avec une proportion a
(resp. 1 — a). Bien que 0, ¢ Cp(R), on peut néanmoins considérer des fonctions
lisses dont le profil est trés proche, de sorte que cela n’a pas d’importance dans
le cadre de cette discussion. Les résultats sont donnés par la Figure [[.24] Si
a = 0.5, I’état stationnaire est déformé de maniére symétrique. Si a = 0.52,
alors D(0.5) =~ 0 et donc la déformation est faible autour de = 0.5, pour tous
les traits y. Enfin si a = 0.8, la déformation devient similaire au cas § =1 : la
population ne retire que peu d’avantage a “investir” dans un trait négatif, méme
autour de z = 0.5.
Enfin, on considére une fonction € particuliére :

242
f(x) = sin (%) = D(z) = Cy8(z), Cay: 204

¢=3may1 < O
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FIGURE 1.24 — L’erreur absolue n°(x,y) — n%(y), oit n est déterminée numé-
riquement. En noir la fonction § = 6, donnée par (1.60). A gauche pour le cas
“équilibré” a = 0.5, au milieu pour le cas intermédiaire a = 0.52, et a droite pour
le cas “déséquilibré” a = 0.8. La formule théorique eD(z,y) donne des résultats

similaires. Ici A = 0.9 et £ = 10~%.
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De cette formule pour C'4 ¢, on déduit des conséquences sur quatre cas limites :

— A — 0= Cysy — 0:silasurvie est facile (cf Remarque [1.27)), alors la
déformation est faible. La population souffre peu du gradient environne-
mental.

—A=>1=Cay e = % : si la survie est difficile, la déformation est
importante. La population subit pleinement le gradient environnemental.

— ¢ —=0= Cap— 0:silenvironnement est trés “oscillant”, la déformation
est faible. La population a plus intérét a rester proche du trait y = 0
plutét que de chercher a suivre le trait optimal.

— 4 — 400 = Cysye /A silenvironnement varie trés lentement, la défor-
mation est proportionnelle & la difficulté de survie.

Construction de fronts pulsatoires

Rappelons que I’équation de Fisher-KPP (pour Ay < 0)
Vg = Vg + (—Ao)v(1 — 0),

admet un front (cg, U) solution pour toute vitesse ¢y > ¢ == 2¢/—Xg > 0. De
plus, nous avons vu au Théoréme [.20] que

u®(z — cot,y) = Uz — cot)n’(y)

est un front solution de quand € = 0 (unique a translation prés). Notre
dernier résultat concerne la construction d’une perturbation de ce front lorsque
€ # 0. Lorsque € # 0, le terme de réaction dépend de x a travers yop: =
Yopt (@) : on suppose alors 6 périodique, pour construire des fronts pulsatoires
u® = uf(x — cet,x,y). Ici, la définition d’un front pulsatoire avec une troisiéme
variable est trés similaire & la Définition usuelle, la variable y ne jouera
qu’un role limité. Dans la suite, on pose L > 0 et

Chr(R):=={g e COR) |Vz, g(x + L) = g(x)} .
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Théoréme 1.30 (Construction de fronts pulsatoires). On suppose que Ao < 0 et
0 e Ck’é(R)ﬁCﬁer(R) avec k+6 > 3+ 3 et L > 0. Soient ¢y > ¢ = 2/=Xg > 0
et n® l’état stationnaire L-périodique obtenu par le Théoréme|[1.29.

Alors il existe g > 0 tel que pour tout |e| < eq, il existe un front (pulsatoire)

u® = uf(x — cet,x,y) tel que u® est solution de , et
x = uf(z,2,y) € C'pLer(]R) pour tous z,y € R,
uf(—o0,x,y) = n°(z,y) uniformément en x,y € R, (1.61)
uf(4o00,z,y) =0 uniformément en x,y € R.

De plus, il existe b > 0 tel que, quand € — 0, on a c. = ¢o + o(e) et

sup | (1+y2)e"* (v (2, 2,y) — U(2)n® (x,y))| — 0. (1.62)
z,z,yER3

La difficulté principale de la preuve réside dans le fait que 'opérateur F
sous-jacent des fronts pulsatoires est dégénéré. Cela a nécessité de le régulariser
en F,, avec un paramétre 0 < p < 1, qui nous permet d’appliquer le théoréme
des fonctions implicites (avec des espaces de fonctions plus complexes encore
que ceux du Théoréme . On obtient ainsi une suite de fronts pulsatoires
(Cep, u*), pour tout |e] < (). La derniére étape consiste & montrer la conver-
gence vers (c.,u®) quand p — 0, tout en assurant que £q(u) 4 0. Cela n’est pas
trivial, car 'opérateur F,, ainsi que sa différentielle £,,, sont dégénérés et non
bornés quand p — 0. Cependant, un choix adapté de la régularisation permet
d’assurer que (ACM)_1 et F,, — L, sont bornés et non dégénérés, ce qui suffit pour
conclure.

La relation ¢ = ¢p + o(e) montre en particulier qu’au premier ordre en ¢, la
vitesse du front ne varie pas. C’est assez naturel : si on avait c. = co+c1e+0(€)
avec c1 # 0, alors la vitesse c. serait modifiée en changeant le signe de ¢, ou de
maniére équivalente en changeant le signe de . Or, il est peu vraisemblable que
cette derniére opération change la vitesse c., par symétrie. L’intuition nous dit
aussi qu’a Pordre 2, on doit avoir c. = ¢y + cae? avec ¢y < 0, afin d’assurer que
ce < ¢p : on s’attend effectivement & ce que la présence d’un gradient ralentisse
la propagation des fronts.

On notera que est une majoration de |u® — Un®| et non de |[u® — u°).
En effet, notre preuve consiste non pas & perturber u® = Un® mais Un®, qui pré-
sente l'avantage d’avoir la structure de front pulsatoire par construction.
La distorsion entre u¢ et u® fait apparaitre des termes implicites qui rendent
I'interprétation difficile dans le cas général. Néanmoins, dans le cas particulier
f(x) = sin(7), on a formellement :

ut(z — ety x,y) = Uz — cct)n(z,y),

quand ¢ — 0 ou £ — +o00. Dans ces deux cadres (environnement trés ou trés
peu oscillant), la déformation entre u° et u® découle de celle entre n° et n° vues
plus haut.

Enfin, on remarquera que le Théoréme [1.30] ne prouve pas la positivité des
fronts u® = u®(z,z,y). On pourrait étre tenté d’adapter la preuve a posteriori
du Théoreme [I.29] Les “compacités en z,y” reposent sur les mémes arguments.
Toutefois, la “compacité en z” nécessiterait un controle des queues en z —
400 plus fin que , et que nous ne pouvons obtenir par notre méthode de
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construction. Néanmoins, nous pensons qu’un argument a priori, qu'on peut
adapter de [93], connecte la question de la positivité avec celle de la vitesse
minimale ¢}. Autrement dit, nous faisons la conjecture que, si on perturbe un
front sur-critique de vitesse cop > ¢ = 24/—X\o, la positivité serait conservée,
car le front u® resterait (quitte a réduire gg) sur-critique de vitesse ¢, > cX. 11
s’agit d’un probléme ardu, que nous formulons ici comme une question ouverte.
Cette question a été étudiée dans dans [68] dans un cadre différent, a savoir une
équation cinétique (vue comme une perturbation de ’équation de Fisher-KPP)
lorsque l'ensemble des vitesses est compact. On renvoie également a [38] pour
une extension & un cadre non perturbatif, et qui prouve la positivité du front
critique. La méthode employée repose sur le principe du maximum (qui ne peut

s’appliquer & ([1.54])).

1.3.3 Reésumé du Chapitre[d]: Modélisation d’une diffusion
hétérogéne et non-locale : une nouvelle approche

Ce travail, effectué en collaboration avec Matthieu Alfaro, Thomas Giletti,
Yong-Jung Kim et Hyowon Seo, a été récemment soumis |[8].

Motivations

Les modéles de diffusion non-locale sont trés répandus dans la littérature
pour modéliser des phénoménes de dispersion a longue distance, par exemple
la propagation d’épidémies [112,|118], la dissémination de graines [57] ou pour
modéliser les mutations [80}/106,{109]. Par ailleurs, la prise en compte d’hété-
rogénéités de 'environnement est cruciale, et leur présence peut méme s’avérer
avantageuse pour la propagation [50,51]. D’ou Uintérét d’étudier des modeéles
a diffusion non-locale hétérogene [60,/6587,[89]. De tels modéles prennent une
forme relativement standard, donnée par

ut:/ J(y,z)u(t,y)dy—/ J(z, y)u(t, x)dy, (1.63)

ot J(z,y) > 0 représente le taux de saut de = a y, qu’on supposera ici vérifier
J(z,y) = K(z3y — x), (1.64)

avec K(x;—z) = K(x;z) > 0, i.e. depuis un endroit  donné, la probabilité est
la méme d’accomplir le saut (algébrique) z ou —z. Dans le cas homogeéne et
1sotrope, on a ~ ~

J(z,y) =mK(y —x) = mK(|ly — ), (1.65)

avec m > 0, et K un noyau normalisé tel que Jan f((z)dz = 1. Nous avons vu

en Remarque que, en faisant “concentrer” le noyau K, on peut retrouver le
modeéle local (homogéne et isotrope) de 1’équation de la chaleur u; = DAuw.
Dans ce chapitre, nous généralisons formellement ce résultat au cas hétéro-
géne, i.e. nous présentons des modéles non-locaux hétérogénes qui, aprés concen-
tration d’un noyau, permettent de retrouver des modéles locaux généraux :

u =V - (DY z)V(D'"(z)u)), 0<g<2. (1.66)
On retrouve ainsi les lois de Fick (1.31) (¢ = 1) et de Chapman (1.32)) (¢ = 0),

mais également des lois intermédiaires comme le cas ¢ = 1/2 qui a été considéré
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par Wereide |142|. Notre approche fait intervenir la notion de points décideurs :
alors que dans (|1.64)), le taux de saut dépend du point de départ x (et du saut
y — x), nous faisons I'hypothése que le taux de saut dépende d’un point fixé
du segment [z,y], qui peut donc étre z, y, le point milieu, ou tout autre point
intermédiaire. Cette approche est, & notre connaissance, originale. Nos résultats
recouvrent également des diffusions anisotropes, mais dans cette introduction,
nous resterons dans le cadre isotrope, qui suffit & mettre en valeur nos résultats.

L’intérét est double. D’une part, ces modéles non-locaux constituent une gé-
néralisation des modéles a un cadre non-local qui peut étre plus pertinent
dans certaines applications. D’autre part, ces mémes modéles non-locaux per-
mettent de mieux comprendre les différences entre les modéles , qui tous
constituent une généralisation possible de I’équation de la chaleur u; = DAu a
un cadre hétérogéne. Nous espérons ainsi apporter un éclairage nouveau sur la
question de la modélisation de la diffusion hétérogeéne, cf [121] et les références
qui 8’y trouvent.

Du non-local au local : le cas homogéne

Nous présentons briévement une preuve formelle de ce que nous avons affirmé
dans la Remarque[I.3] et dont une preuve rigoureuse basé sur la transformation
de Fourier est donnée dans [13]|. On considére le modéle non-local dans le
cadre homogéne et isotrope avec m = 1 en dimension N = 1, c’est-a-dire

Uy = /]RR(.I —y)u(t,y)dy — u(t, x), (1.67)

ot K(z) = K(—2) > 0 et I K(z)dz = 1. Pour le reste de ce paragraphe, nous
omettons le tilde et écrivons K = K pour alléger la notation. On suppose par
ailleurs que le moment d’ordre 2 de K est fini :

Ky = / 22K (2)dz < oc.
R

Tout d’abord, on fait concentrer le noyau K en effectuant la substitution

K — K. dans (1.67)), avec
1
K.(2) = -K (5) . O0<e< L
e \e

On notera que, quand € — 0, le noyau K. reste de masse 1 et se “concentre”
en une masse de Dirac en zéro. Ensuite, on réalise un changement d’échelle de
temps u(t,z) = v(e?t, ), de sorte que

2ot x) = <(z — y)v(t, —v(t,x
Syt ) /RK< yu(t y)dy — o, )

_ /R 1x (y - x) [v(t,y) —v(t, )] dy

g

€
= /RK(Z) [v(t,x +ez) —v(t,z)]dz

e22?
2 / K(z) {ezvﬁ(t,x) + ?Um(t, ) + o(e?)
R
2

= 5ngm(t, ) 4 o(e?),
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otl la derniére ligne est due au fait que [ 2K (z)dz = 0, car K(z) = K(—z) par
hypothése. A la limite ¢ — 0, il s’ensuit que vy = Dv,, avec D = éKz. Ainsi,
lorsqu’on fait concentrer le noyau K et aprés un changement d’échelle de temps,
la solution se diffuse comme I’équation de la chaleur. Notons que l'on aurait
également pu faire le changement de variables classique u(t,z) = w(e?t,ex)
dans et retrouver les mémes calculs : 'opération K — K. équivaut en
fait & un changement d’échelle z — £x en espace.

Du non-local au local : le cas hétérogéne

On considére le modéle non local général (1.63] - , et, pour illustrer
notre propos, on se place dans le cas particulier ou J(a? y) = m(x)K(y — ),
avec fRf((z) = 1et K(z) = K(—z). Dans ce cas, le taux de saut de = & y
dépend d’une part du saut algébrique y — = & travers la densité K (qui encode
Panisotropie), et d’autre part de m = m(z) (qui encode ’hétérogénéité), que
l’on a appelé Total Jump Rate (TJR) pour les sauts partants de z, puisque

= Jo J (@, y)dy.

On élargit ce cadre en supposant que I’hétérogénéité fait intervenir, au lieu
du point de départ x, un point intermédiaire ax + Sy entre le départ et 'arrivée,
avec a + 3 = 1. Ainsi, le taux de saut de x & y devient

J(z,y) = m(az + By)K(y — ) > 0. (1.68)

On appellera ce point intermédiaire un point décideur (ou deciding factor dans
le Chapitre ' Le cas J(z,y) = m(z)K(y — ) susmentionné correspond ainsi
au cab a = 1, i.e. le point décideur est le point de départ. Si @ = 1, alors

fR x,y)dy est le TJR pour les sauts partant de z. Dans le cas a # 1,
cette identité n’est plus vérifiée et m a une autre interprétation. Tout d’abord
on réalise le changement de variables :

J(z,y) = K(p;z) =m(p)K(z), p=oax+pPy, z=y—ur

Dans ce contexte, K(p;z) est un taux de saut identique pour tous les sauts
x — y de longueur algébrique z = y — = et de barycentre ax + By = p. Alors,
comme K est une densité, la quantité

mp):/RK(p;z)dz>0

représente le TJR pour les sauts x — y tels que azx + By = p. Par exemple, si
B =1, la quantité

m(y) = / Jy)de  (B=1)

représente le TJR pour les sauts qui arrivent en y, ou encore le nombre d’indi-
vidus qui arrivent en y par unité de temps.

Si J est de la forme et qu'on fait concentrer le noyau K, en refaisant
la preuve formelle ci-dessus, on obtient un modéle local. Dans le cas isotrope,
i.e. K(z) = K(||z]), on obtient

uy =V - (DY(z)V (D' (2)u)), (¢ =2-2a),
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avec ®)
. mp 27
D(p) = 5N /]RN Iz|I° K (z)dz > 0.

Puisque 0 < a < 1, on retrouve ainsi tous les modéles . On voit par
exemple que la trés populaire loi de Fick correspond au cas ¢ = 1, i.e.
a=p= % : sa généralisation en non-local fait ainsi intervenir un point décideur
en milieu du saut. A 'inverse, le cas @ = 1, qu’on retrouve trés majoritairement
dans la littérature “non-locale”, donne & la limite la loi de Chapman .

Rappelons que dans le Chapitre [4] on traite également le cas anisotrope.
Enfin, on introduit également un deuxiéme point décideur o’z + 8’y qui peut
intervenir & travers la longueur moyenne des sauts. On retrouve a la limite des
modéles plus généraux de diffusion locale hétérogéne du type

u=V- (y<x)q’—qDQ(x)v (yq—q/ (m)Dl_q(x)u)) :

avec ¢ = 2 — 2a et ¢’ = 2 — 2a’. On retrouve ainsi des modéles qui prennent
en compte plus de profils d’hétérogénéités que (|1.66), comme les processus de
sauts de vitesses qui interviennent dans certaines équations cinétiques.

Etats stationnaires et role des points décideurs

On consideére ici J de la forme ([1.68). Le modeéle non-local correspondant

peut ainsi se réécrire
Uy = /R N [m(ay + Bx)u(t,y) — m(azx + By)u(t,z)] K(y — x)dy, (1.69)

avec a« + 8 = 1 et m, K > 0. Nous avons vu qu’en faisant concentrer K, on
retrouve a la limite les modéles

u, =V - (DY (z)V (D'"(2)u)), (g =2-2a), (1.70)

avec D(z) o« m(z). Dans cette derniére partie, on présente quelques états sta-
tionnaires simples, mais trés significatifs, de et de . Comparer ces
états nous permet d’affirmer que est bien la version non-locale de .
Par linéarité, ces états sont définis & constante multiplicative prés, qu’on pren-
dra ici toujours égale a 1.

Lorsque a = %, on remarque que u(t,z) = 1 est un état stationnaire de
(1.69). Parallélement, ¢ = 2 — 2a = 0 est aussi 'unique valeur qui garantit que
u(t,x) = 1 est un état stationnaire de . Ainsi, lorsque le point décideur de
T — y est le point médian %ry, la population se répartit de maniére homogéne.
C’est assez naturel, car les taux des sauts ¢ — y et y — x sont les mémes, a

savoir

S = T.) = m (S5 ) K (-,

Lorsque a = 0, on constate que u(t,z) = m(z) o< D(z) est un état station-
naire de (L.69) et (L.70). Cela se justifie car le taux des sauts x — y vérifie
J(x,y) o< m(y) : il y aura donc plus de sauts qui arriveront en les points y ou
m(y) est élevé (et vice versa).
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Enfin, lorsque o = 1, on constate que u(t,) = m(x)~! o< D(x)~! est, 1a
encore, un état stationnaire de et (|1.70). La situation est le symétrique
ducas a =0: J(z,y) x m(x), donc il y a plus de sauts qui quittent les points
x ot m(x) est élevé.

Ainsi, pour tout a € {0, 2

, 5,1}, la fonction

m(z) sia=0,
u(z) =41 sia =1,
m(z)~t sia=1,

est un état stationnaire de . On peut alors supposer que « est un para-
métre qui influe sur la position préférentielle des individus. Quand a — 0, les
individus tendent a préférer les points ot m(x) est élevé. A mesure que « aug-
mente, la population se concentre de plus en plus vers les points ot m(z) est
faible.

Nous illustrons maintenant les observations ci-dessus par quelques simu-
lations numériques. Celles-ci ont été réalisées sur un domaine borné Qr =
[~R, RN avec R > 0. De ce fait, 'intégration numérique du terme de droite de
n’est pas triviale. En effet, méme pour m = 1, la convolution en espace
K xu nécessite d’extrapoler u en dehors de 2. Nous considérons en conséquence

up = /Q [m(ay + Bx)u(t,y) — m(azx + By)u(t, z)] K (y — z)dy, (1.71)

qui est équivalent de (1.69) sur le domaine borné Qi avec conditions de Neu-
mann au bord. On remarque que, pour « € {0, %, 1}, la fonction u® (restreinte a
QR mais on omettra cette précision dans la suite) est encore un état stationnaire
de . Ainsi, pour une donnée initiale ug > 0,% 0, on s’attend a ce que la

solution de (|1.71)) converge vers ’état stationnaire

fQR Uo

p%(l‘) = Cloéua(x)a O}O%l = f u
Qr

> 0, (1.72)

qui est en fait 1'é¢tat stationnaire u® avec une constante C% qui garantit la
conservation de la masse. Cela est confirmé par nos simulations numériques,
que nous présentons en dimension N = 1 avec R = 10, cf Figures et
La situation est similaire pour des valeurs de R beaucoup plus grandes.

De méme, pour le modéle non borné , siug € LY(RY), alors on s’attend
a ce que u converge uniformément sur R vers I’état stationnaire

fRN UO
(e} — O & a . >
PLe) = 0ot O%= P20

avec éventuellement C% = 0 si u® ¢ L'(RY™). Dans ce dernier cas, la masse
serait conservée et égale a [, uo, mais [[u(t,-)||oc — 0 quand ¢t — 4oco. On
notera que p% — pe, quand R — 400 uniformément sur tout compact de RY,
et méme sur RY si m € L (RY).
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FIGURE 1.25 — En pointillés noirs, le profil m(z) = ﬁ ; en bleu 'approxima-
tion numérique de u au temps t = 4000 ; en pointillés rouges 1’état stationnaire
théorique p% (). A gauche pour o = 0, au milieu pour a = % et & droite pour
a = 1. Le résultat ne dépend que de la masse de la donnée initiale, & savoir ici
ffR Uy = 4.

FIGURE 1.26 — Les conditions sont identiques a celles de la Figure sauf

que m(z) = 1+ 4522

Enfin, pour certains profils m, & savoir exponentiels et gaussiens, on peut
avoir une formule explicite pour un état stationnaire u® de (1.69) pour tout
0 < a < 1. On les présente en dimension N =1 :

m(z) = e, a € R = u®(z) = Az, (1.73)

m(x) = e‘“”Q, a€R=uz) = e(B—a®)az® (1.74)

Autrement dit, quand o augmente, u® réalise une transition lisse entre les états

m (a=0),m*=1(a=1)et m! (a =1) quon a vus ci-dessus, cf Figure

On notera que u® donné par ([1.73) est aussi solution de (|1.70)) pour tout

a, mais ce n'est pas le cas de (1.74]).

Dans le cas d'une fonction m quelconque, et pour a ¢ {0, 1

)92
numériquement que l'état u® dépend de K de facon non triviale. Par exemple,
si0<a< 3, (resp.si 3 <a< 1), leffet de “concentration” 1a ott m(z) (resp.
m(x)~1) est grand est d’autant plus fort que les queues de K sont lourdes, ce
qui est assez contre-intuitif. De plus, cet effet est observable pour des noyaux K
ayant la méme longueur moyenne des sauts [ v |2|| K (2)dz et le méme moment
d’ordre 2 (donc on obtient le méme modéle local  la limite). Cela laisse supposer

une dépendance plus subtile qu’il conviendrait d’étudier.

1}, on observe

Conclusion et perspectives

Dans ce travail exploratoire, nous avons montré formellement que la solution
de divers modéles non-locaux converge vers la solution d’un modéle local lors-
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! Z
a=3/4
a=3/4
1
A= /\
~

FIGURE 1.27 — En pointillés noirs, la fonction ug(z) = m(x), & gauche pour
. 2

m(z) = e avec a = 22 et a droite pour m(z) = e~ avec a = 2100 En

trait plein, pour différentes valeurs de «, les approximations numériques de u a

t = 4000, qui coincident toutes avec p%(z).

qu’on fait “concentrer” la densité de distribution des sauts. De plus, nous avons
présenté plusieurs états stationnaires associés a certains modéles et observés nu-
mériquement la convergence de la solution du probléme de Cauchy vers 1’état
associé. Une premiére perspective est de démontrer toutes ces convergences ri-
goureusement.

Par ailleurs, notre analyse a révélé, dans certains cas particuliers, I'influence
du choix du point décideur sur la position préférentielle des individus a 'équi-
libre. Cependant, dans le cas général, le point décideur ne suffit pas a prédire
I’état stationnaire atteint, et nous observons une dépendance selon la distribu-
tion des sauts qui reste & approfondir.

Enfin, on peut généraliser le concept de points décideurs en faisant intervenir,
pour un saut z — y, le chemin complet de x & y. Plus précisément, on peut faire
intervenir tous les points de & y en considérant ((1.63) avec N =1 et

Tz, y) = @K (/y h(ls)ds> , (1.75)

ol h est une fonction strictement positive. Le terme ﬁy) garantit que le TJR
pour les sauts partant de z vérifie fR J(x,y)dy = 1. Dans le cas h = 1, on
retrouve J(z,y) = K(y — x), i.e. une diffusion homogene et isotrope (car N =
1). D’un point de vue biologique, signifie que 1’hétérogénéité déforme
les distances : tout se passe comme si le chemin de x & y a pour longueur

‘ryﬁds. De fait, le changement de variables =’ = foz ﬁds permet de se

ramener a ’équation . Il serait intéressant de considérer des généralisations
du cas , pour lesquelles on aurait (par exemple) un TJR [ J(z,y)dy non
constant. Par ailleurs, le modéle avec peut également étre dérivé a
partir d’une intégrale de Stratonovich d’un processus de Poisson , tandis que
le cas @ = 1 dans ([1.68]) correspond & une intégrale d’It6 du méme processus. On
suspecte ainsi ’existence d’une connexion entre notre approche et une approche
probabiliste qui mérite de plus amples investigations.
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1.4 Perspectives

1.4.1 Survie sans invasion pour un gradient environne-
mental non-linéaire

Au Chapitre [3| nous avons étudié le modéle avec un gradient envi-
ronnemental Y, () non-linéaire mais dans un cadre perturbatif. On souhaite
s’affranchir de ce cadre perturbatif, i.e. considérer y,p:(z) = 6(z), et étudier un
phénomeéne spécifique a ce contexte : la possibilité de survivre sans pour autant
envahir la totalité de ’espace.

En effet, dans le cas d’un gradient linéaire yop:(2) = Bz, on a vu que toute
donnée initiale positive non triviale entraine la survie et 'invasion de tout l’es-
pace. Pour un gradient non-linéaire y,,; () = (), on s’attend a ce qu’il puisse
y avoir survie sans invasion, ou invasion sur un demi-espace uniquement, comme
le suggerent les simulations numériques de la Figure [I.28] Par ailleurs, au vu
de nos résultats en sous-section [[.3.2] on s’attend a ce que, s'il y a invasion, la
partie de la population la plus avancée en espace suive un chemin d’invasion
intermédiaire entre le trait optimal (qui garantit la survie) et la ligne droite
(qui maximise la vitesse d’invasion en espace). Ainsi, dans un environnement
oscillant, la vitesse d’invasion peut résulter d’un subtil jeu d’interactions entre
la fréquence des oscillations, leur amplitude, et la pression de sélection.

Une premiére étape serait de montrer que, partant d’un gradient constant
Yopt(x) = 0 (avec A9 < 0 pour garantir la survie et I'invasion), toute perturba-
tion compacte du trait optimal ne modifie pas la survie (globale) ni la vitesse
d’invasion. En effet, la diffusion permet a la population de traverser tout “obsta-
cle” de longueur finie et d’atteindre un environnement favorable “de ’autre c6té”,
qu’elle pourra envahir & la méme vitesse qu’en ’absence d’obstacle. Le méme
résultat est attendu pour un gradient linéaire y,p () = Bx. Enfin, dans le cadre
périodique, on s’attend & ce que la survie entraine nécessairement 1’invasion, ce
qui est 1a encore assez naturel.

1.4.2 Approche Hamilton-Jacobi pour un gradient pério-
dique

On considére & nouveau le modeéle ([1.54]) avec un gradient environnemental
non-linéaire y,p:(z) = 6(x), ot 8 est périodique. Notre objectif est de déterminer
la dynamique d’invasion (lorsqu’elle a lieu) par une approche de type Hamilton-
Jacobi. Cette technique s’est récemment révélée fructueuse dans les modéles
d’écologie évolutive, notamment ceux pour l'invasion des crapauds-buffles en
Australie [37,/40].

Ici, cela consiste a faire un changement d’échelle n(t, z,y) = me(ﬁ7 £,y) avec
€ < 1, ce qui permet de se placer dans une échelle ¢,z ~ % > 1. Cette échelle
est particuliérement adaptée au phénomeéne d’invasion, dans le cas ol la position
asymptotique des ensembles de niveau vérifie E)(t) ~ ct, avec une vitesse ¢ > 0
finie. Cependant, le gradient environnemental varie selon une échelle bien plus
petite que 1’échelle de l'invasion : cela implique donc un formalisme faisant
intervenir ces deux échelles.

Des discussions sur le sujet ont été entamées avec Sepideh Mirrahimi.
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FIGURE 1.28 — Solution numérique de pour des gradients différents (en
pointillés rouge). En haut a gauche, un sinus de faible amplitude; en haut a
droite un sinus de forte amplitude avec une fréquence plus basse; en bas &
gauche un profil en 1/z ; en bas a droite un profil en 2. Pour les = négatifs, le
trait optimal est pris égal & zéro.

1.4.3 Incorporation d’un effet Allee

On considére I’équation de Fisher—-KPP scalaire avec un effet Allee faible,
modélisé par
Ut = Uge +uP (1 —u), p>1, (1.76)

avec une donnée initiale ug Z 0. On a vu que si p < pr = 3 (ou si p > 3 et que
ug n’est pas trop “petite”), alors il y a survie et invasion de la population .
Toutefois, I'invasion est typiquement d’autant plus lente que l'effet Allee est
marqué (i.e. que p est grand). A 'inverse, on a vu au Théoréme m que pour
I'équation de Fisher—-KPP, une queue lourde initiale accélére la propagation,
d’autant plus que la queue est lourde.

L’équilibre entre ces deux effets pour le modéle a été déterminé dans
\ : pour une queue lourde algébrique wug(x) ol Cz™, a > 0,il y a accélération

sip<1l+4 é7 tandis que la vitesse reste finie lorsque p > 1+ é Pour une queue
initiale plus lourde (resp. plus légére) qu'une queue algébrique, on déduit du
principe de comparaison qu’il y a accélération (resp. absence d’accélération)
quel que soit p.

Au Chapitre 2] nous avons étendu le résultat d’accélération du Théoréme
1.11] au modéle . Une question naturelle est donc d’étendre le résultat
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de [1] & un modeéle d’écologie évolutive similaire & (1.37). On considére donc

Ny = N + Nyy +nP |1 — A*(y — Bx)? — / n(t, x,y’)dy'] , p>1. (L.77)
R

On rappelle que Eﬁ(t) est défini par (1.48[), et le changement de variables

(z,y) — (X,Y) défini par (1.39)—(1.40). En se basant sur nos résultats du
Chapitre [2} nous faisons la conjecture suivante :

Conjecture 1.31. Soit n la solution de avec une donnée initiale telle
que
no(z,y) =vo(X,Y) > u(X)1_ o, 1(Y),

ot o_ < oy et ug € L°(R) est supposée front-like . De plus, on suppose
qu’il existe C, Xg,a > 0 tels que

up(X) > CX™7, VX > Xo.
Enfin, on suppose que p < 1+ é Alors il y a accélération : il existe v > 0 tel
que pour tout u € (0,7), on a

1
n min B (t) — +oo, quand t — +oo.

De méme, nous conjecturons que si p > 1+ é et que la donnée initiale est
majorée par une queue algébrique en X~ alors il n’y a pas accélération. Toute-
fois, la preuve pourrait étre sensiblement plus complexe que celle du Théoréme
En effet, tous les termes de ([1.37)), a Pexception du terme non-local, sont
linéaires en n. Ce n’est plus le cas dans 7 et de fait il n’est plus aussi simple
de relier le modéle au probléme d’éléments propres , qui nous avait permis
de découpler partiellement les variables (¢, z) et y dans (1.37).

1.4.4 Un modéle d’écologie évolutive avec une structure
en age

1l s’agit d’un travail en cours avec Matthieu Alfaro et les biologistes Céline
Devaux, Claire Godineau et Ophélie Ronce.

On s’intéresse ici & un modéle d’écologie évolutive qui s’applique & une po-
pulation, typiquement des arbres, structurée en deux classes d’ages. La densité
u(t, z,y) correspond aux “jeunes pousses” et v(t,z,y) correspond aux arbres
adultes. Ces populations sont structurées en temps t, espace r € R et trait
y € R. Le modéle réduit est le suivant :

(1.78)

Up = Ugg + Uyy +u [—1 — A%Y? — [L(u+ Mv)dy'| — ou + P,
v = au — v,
avec A, M,a, > 0. La population jeune est supposée migrer (par exemple &
létat de graines) et muter. Par ailleurs, les jeunes sont soumis & une sélection
en trait y, et au trait optimal y,,: = 0, ils présentent un taux de croissance
négatif r = —1 : la majorité des graines ou des jeunes pousses n’atteint en
effet pas ’age adulte. De plus, ils sont soumis & une compétition non-locale en
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traits : d’une part avec les autres jeunes u(t,z,y’), et de plus avec les adultes
v(t,x,y’), qui par ailleurs consomment bien plus de ressources qu’un jeune, d’ot
la constante M. Enfin, le terme Sv représente un terme de naissance, tandis que
—au représente le passage de la classe jeune a la classe adulte (d’ou le +au
dans I’équation en v). Une fois adulte, il n’y plus de migration, de mutation,
de sélection ou de compétition : il ne reste qu’un terme de mort avec un taux
normalisé & —1.

Le modéle est intéressant car la population ne peut se déplacer, donc
envahir, que dans le stade jeune. Cependant, rester en stade jeune finit par étre
fatal & long terme car la fitness est au mieux égale & —1. A terme, il est donc
essentiel de devenir adulte pour survivre et donner naissance & de nouveaux
individus.

Un de mes travaux réalisés en cours de thése a été de déterminer (formelle-
ment) une CNS de survie, les états stationnaires, ainsi que la vitesse d’invasion
c¢* du modéle pour des données initiales & support compact. Cependant,
Pexpression de la vitesse ¢*, bien qu’explicite, est effroyablement lourde. L’ob-
jectif est donc de trouver des régimes particuliers pour les paramétres «, 5 qui
permettraient de simplifier ¢* afin d’en faire une interprétation biologique. Un
obstacle est que le régime o — 0 casse le caractére couplé du probléme, tan-
dis que § — 1 est un cas limite de survie. Une piste est donc de regarder un
régime conjoint en «, 5 qui ne remet pas en cause le caractére couplé ni la survie.

Toutefois, le modéle présente des incohérences au niveau de la modé-
lisation : notamment les jeunes mutent ainsi tout au long de leur vie et pas a la
naissance. Un modé¢le plus pertinent est peut-étre de considérer que la naissance
et les mutations vont de pair, avec un terme non-local :

{ut = Uge + U [71 — A2y2 — fR(U + U)dy/] —au + ﬂ(K * ’U), (179)

v = au — v,

(K *v)(t,x,y) = /RK(y =y (t,z,y )dy'.

Le modéle ainsi obtenu représente un défi en terme d’analyse : sans u,,, 'opé-
rateur elliptique en u est maintenant dégénéré. Et si, pour y remédier, on fait
concentrer le noyau K pour faire apparaitre une dérivée seconde en y, on obtient
dans une certaine limite un opérateur elliptique de la forme u,, + Cste X v, ce
qui complique l'analyse : la régularité du couple (u,v), leur positivité ou méme
le caractére bien posé du probléme ne sont plus assurés. Un point de départ
pourrait étre de considérer des classes discrétes en trait, ce qui permet de reti-
rer la convolution sans pour autant entrainer une dégénérescence de 1'opérateur

gy -
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Chapitre 2

Accelerating invasions along
an environmental gradient

Abstract

We consider a population structured by a space variable and a phenotypical trait, sub-
mitted to dispersion, mutations, growth and nonlocal competition. This population is
facing an environmental gradient : the optimal trait for survival depends linearly on
the spatial variable. The survival or extinction depends on the sign of an underlying
principal eigenvalue. We investigate the survival case when the initial data satisfies a
so-called heavy tail condition in the space-trait plane. Under these assumptions, we
show that the solution propagates in the favorable direction of survival by accelera-
ting. We derive some precise estimates on the location of the level sets corresponding
to the total population in the space variable, regardless of their traits. Our analysis
also reveals that the orientation of the initial heavy tail is of crucial importance.

Key Words : structured population, nonlocal reaction-diffusion equation, propagation,
accelerating fronts.

2.1 Introduction

In this paper we study the propagation phenomena of the solution n(t,z,y)
to the following nonlocal parabolic Cauchy problem

O — Opgn — Oyyn = (r(y — Bz) — /K(t, x,y, Yy )n(t, z, y’)dy') n,
R

n(oa $7y) = no(mvy)?

(2.1)

where t > 0 and (x,y) € R%. We shall prove that if the initial data ny > 0 has a
heavy tail, in a sense to be precised later, then any solution of either goes
extinct, or spreads in the favorable direction y — Bx = 0 by accelerating.
Equation arises in some population dynamics models, see [114},|126].
In this context n(t,z,y) represents a density of population at each time ¢ > 0,
structured by a space variable x € R and a phenotypical trait y € R. This popu-
lation is subject to four biological processes : migration, mutations, growth and

69
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competition. The diffusion operators 0,,n and 9y,n account for migration and
mutations respectively. The growth rate of the population is given by r(y — Bx),
where r is negative outside a bounded interval. This corresponds to a population
facing an environmental gradient : to survive at location x, an individual must
have a trait close to the optimal trait y,,; = Bz with B > 0. Thus, for invasion
to occur, the population has to adapt during migration. As a consequence, it is
expected that the population, if it survives, remains confined in a strip around
the optimal line y — Bx = 0, where r is typically positive. Finally, we consider a
logistic regulation of the population density that is local in the spatial variable
and nonlocal in the trait. In other words, we consider that, at each location,
there exists an intra-specific competition (for e.g. food) between all individuals,
regardless of their traits.

The well-posedness of a Cauchy problem very similar to , but on a
bounded domain, has been investigated in [126, Theorem I.1]. As mentioned
in [2|, we believe the arguments could be adapted in our context to show the
existence of a global solution on an unbounded domain. A limiting argument
would then provide the existence of solutions to in the whole domain,
thanks to the estimates on the tails of the solutions obtained in Lemma
However, in this article, our main interest lies in the qualitative properties of
the solutions.

Survival vs extinction. As it is well known, the survival or extinction
of the population (starting from a localized area) depends on the sign of the
generalized principal eigenvalue \g of the elliptic operator —0;4n — Oyyn —7(y —
Bx)n. If Ao > 0, the population goes extinct exponentially fast in time at rate
—Xo. If A\g < 0, the model, which is of Fisher-KPP type [79,/108], satisfies the
Hair-Trigger Effect : any nonnegative initial data ng # 0 leads to the survival
of the population and its spreading to the whole space. Since we are concerned
with propagation results, we shall assume that A\g < 0 and ng # 0 in the rest of
this introduction.

The local case. When the competition term in is replaced by a
local (in x and y) regulation, the equation satisfies the comparison principle
and, moreover, one can assume B = 0 without loss of generality (through a
rotation of coordinates). This yields to one of the models considered in [23],
where the authors show the existence of travelling waves p(z — ct,y) solutions
of the equation for speeds ¢ greater than or equal to a critical value ¢* > 0.
Besides, there exists a unique positive stationary solution, which depends only
on y € R, denoted here by S(y), and all travelling waves connect the state S(y)
when x — —oo to zero when z — +o0.

One of the main results in [23| concerns the Cauchy problem. When the
initial data is compactly supported and satisfies ng(z,y) < S(y), the solution
n(t,z,y) converges locally uniformly in = towards S(y), while propagating at
speed ¢* in both directions x — +o0.

The nonlocal but decoupled (B = 0) case. It is worth mentioning
that the model when B = 0 has been analyzed in [29]. In this context,
one can decouple variables x and ¥, leading to a sequence of scalar Fisher-KPP
equations, each obtained by projection on each eigenfunction of the elliptic
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operator —0y, — r(y). This technique |29] allows to prove, again, the existence
of fronts w(z — ct,y) for speeds ¢ > ¢* = 24/—X\g, as well as the survival of the
population and its spreading at speed ¢* for compactly supported initial data.

Akin to the local model in 23], there exists a unique positive stationary state
S = S(y) towards which the solution n(t, x,y) converges. When K = 1, the state
S is actually the principal eigenfunction associated to Ao (with a unique choice
of a multiplicative constant for S to be a positive steady state). For example,
when r is quadratic, S is gaussian since it satisfies the equation of the harmonic
oscillator.

The model (2.1)). The propagation phenomenon of problem has
been investigated in [2,|6]. Notice that the authors in [2]| also allow the envi-
ronmental gradient to be shifted (say by Global Warming) at a given forced
speed. Since B # 0, the decoupling argument [29] cannot be invoked here,
which makes the analysis more involved. As far as travelling waves are concer-
ned, problem (2.1) admits fronts of the form ¢(z — c¢t,y — Bz) only for speeds
c>ct=2 iF 32
gical degree argument [6] and little is known about their behavior for © — —oo,
with y — Bx being constant. This is caused by the presence of a nonlocal com-
petition term in , which prevents the equation to enjoy the comparison
principle, see also |4,31] for similar issues related to the scalar nonlocal Fisher-
KPP equation.

The results |2 for the Cauchy problem (2.1]) are the following : if ng is com-
pactly supported, the total population at ( x), which is given by N(t,x) =
fR (t,z,y)dy, spreads at speed c¢*. While the convergence of the solution to-
wards a possible steady state remains an open question, it is worth pointing out
that the population density remains mainly concentrated around the optimal
trait y = Bux.

However, the construction of those waves relies on a topolo-

Accelerating invasions in the one-dimensional case. Before going
further, let us here consider the scalar Fisher-KPP equation [79,|108], say, for
simplicity,

O — Ogzu = Tu(l — ), t>0,z€R,

for some r > 0. A result from Hamel and Roques [95] shows that if the ini-
tial data displays a heavy tail, i.e. decays more slowly than any exponentially
decaying function, then the population invades the whole space by accelera-
ting. This is in contradistinction with the well-studied case of exponentially
bounded initial data, where the level sets of the solution spread at finite speed,
see [17,[136]. The authors also derive sharp estimates of the location, at large
time, of these level sets |95].

Accelerating invasions in related models. Let us mention that acce-
leration also occurs for compactly supported initial data if the diffusion term is
replaced with a fractional laplacian —(—0,,)%u, 0 < a < 1, see |48], or with a
convolution term J*u—u where the kernel J = J(z) admits a heavy tail in both
directions & — to0o [83]. The latter case corresponds to models of population
dynamics with long-distance dispersal.
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The so-called cane-toad equation proposed in [22] is another biological inva-
sion model where acceleration may occur. When the trait space is unbounded,
propagation of the level sets of order O(t3/2) has been predicted in [37]. This
was then proved rigorously in [36] with a local competition term, and in [39] for
both local and nonlocal (in trait) competition, using probabilistic and analytic
arguments respectively. Notice however that acceleration is not induced here
by initial heavy tails, but by a phenotype-dependent term before the spatial
diffusion.

Accelerating invasions in model . Our aim is to study accelera-
ting invasions in model , that is to determine if acceleration occurs if ng
displays a “heavy tail”, a notion that needs to be precised in the two-dimensional
framework. First, we prove that if ng has a “heavy tail” in the favorable direction
y — Bz = 0, then acceleration of the invasion occurs. Second, we derive precise
estimates for the large-time location of the level sets of the solution. Finally, we
also address the case where the “heavy tail” of ng is not positioned along the
direction y — Bx = 0 : in this case, since ill-directed, the heavy tail does not
induce acceleration.

2.2 Assumptions and main results

2.2.1 Functions r, K and ny

Throughout the paper, we make the following assumption.

Assumption 2.1. The function r(-) € L (R) is confining, in the sense that,

loc

for all 6 > 0, there exists R > 0 such that
r(z) < =94, for almost all z such that |z| > R. (2.2)

Additionally, there exists Tmaz > 0 such that 1(2) < Tmaz almost everywhere.
The function K € L*((0,00) x R3) satisfies

k- <K <ky, a.e. on (0,+00) x R3, (2.3)

for some 0 < k_ < ky.
Moreover, the initial data ng is non identically zero, and there exist Cy > 0
and kg > 0 such that

0 < ng(z,y) < Coe roly=Bal for almost all (x,y) € R?. (2.4)
An enlightening example of such function r is given by 7(z) = 1— A22, hence
r(y — Bx) =1 — A(y — Bx)?, (2.5)

for some A > 0. Notice that the width of the strip where r is nonnegative, that is

the favorable region, is ——2—— (see Figure[2.1)). As a result, both parameters
\/A(1+B?) ’

A and B > 0 play a critical role to determine whether the population goes
extinct or survives.

Condition allows us to obtain estimates of the tails of n(¢,z,y) in the
direction y — Bx — +oo as given by Lemma Note that condition
is not the aforementioned heavy tail condition, for any compactly supported
function satisfies it. Before stating our heavy tail condition, we first need to
consider some spectral problems.
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2.2.2 Some eigenelements
As in |2, Section 4], rather than working in the (z,y) variables, let us write
n(t,z,y) =v(t, X,Y),

where X (resp. Y') represents the direction of (resp. the direction orthogonal to)
the optimal trait y = Bz, that is

r + By y — Bx
X == Y= "F— . 2.6
V1+ B? V14 B? (2.6)

In these new variables, equation (2.1)) is recast

0v — Oxxv — Oyyv = (f(Y) - /RK(t, X sy ) (t, x5 1)) dy’) v, (2.7)

where we use the shortcuts

F(y)=r (Vi+BY),

X—-BY / X—-BY /
T Vi+BZ T V1+ B2

We also note v9(X,Y) = no(x,y) the initial data in the new variables.

Next, as recalled in subsection we are equipped with a generalized
principal eigenvalue A\g € R and a generalized principal eigenfunction 'y €
H2 _(R) satisfying

loc

{anyO(Y) —T(YTo(Y) = MTo(Y) forallY e R, (2.8)

Lo >0, [ITol[ oo (r) = 1.
It is worth noting that, in the particular case where r is given by (2.5)), expression

(2.8) corresponds to the harmonic oscillator, for which these eigenelements can
be explicitly computed as

X =VAQ+ B?) -1, To(Y) = exp (—;\/A(l + B2)Y2) ) (2.9)

Finally, for R > 0, let us consider \¥, T'¥(Y) the principal eigenelements

solving the Dirichlet problem on (—R, R)

—0yyTR(Y) — #(Y)TE(Y) = NETE(Y) for Y € (—R, R),

rf&y)=o0 for Y = R, (2.10)
TE(Y) >0 for Y € (—R,R), '
IT§ oo = 1.

As recalled in Proposition m there holds A\ N\, A\g as R — +oo.
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2.2.3 The heavy tail condition

We can now turn to the two-dimensional heavy tail condition. First, we
recall or introduce some definitions for one-dimensional functions. A function
w: R — R is said to be asymptotically front-like if

liminfw >0, w>0, limw=0. (2.11)

— 00 —+oo

A positive function w: R — R is said to have a heavy tail in +oo if

lim w(x)e™ = 400, Ve > 0, (1D Heavy Tail). (2.12)

T—r+00

Typical examples are “lighter heavy tails” (2.13)), algebraic tails (2.14]), and “very
heavy tails” (2.15]), that is

w(z) ~ Ce™ b as x — +00, with C,b >0 and a € (0,1), (2.13)
w(z) ~ Cx™?, as T — +00o, with C,a > 0, (2.14)
w(z) ~C(lnx)™® asz — +oo, with C,a > 0. (2.15)

We now state our two-dimensional heavy tail condition for equation ([2.1)).
Note that this condition is expressed in the new variables, thus it applies to vg.

Assumption 2.2 (2D heavy tail condition). Let us consider the new coordinates
(X,Y) given by (2.6). The initial data vo(X,Y) = no(xz,y) is such that there
exists ug € L*(R) satisfying -(2.19), so that

(X, Y) > uy(X)1p_ o, (Y), (2D Heavy Tail). (2.16)
for some reals o_ < 0.

Let us emphasize that we do not assume that 0 € (0_, 04 ), meaning the ini-
tial data may not overlap the optimal trait line (see Figure . Moreover, the
interval (0_,04) may not only be arbitrarily far from zero, but also arbitrarily
small. The key assumption is the correct orientation of the heavy tail, that is in
the direction X — 400, as highlighted by subsection [2.2.6] In the survival case
Ao < 0 and under Assumption we shall prove that the solution of is
accelerating.

We now aim at providing a precise estimate of the location of the level sets
at large times. To do so, we first introduce the following definition.

Definition 2.3. A function w is said to satisfy the condition (Q) if

w € L*(R) and is uniformly continuous,
liminf_w >0, w>0, limy,w=0,
[e ] +oo (Q)

3¢y € R such that w is C? and nonincreasing on [£g, +00),

w”(z) = o(w(x)) as x — 400,

where o denotes the Landau symbol “little-o0”.
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FIGURE 2.1 — In grey, the region where vo(X,Y’) is assumed to be greater than
ug(X), that is a one-dimensional heavy tail in the X direction. The dotted lines
delimit the area where r > 0.

Notice that any function w satisfying (Q) also satisfies w’(x) = o(w(z)) as
Z — 400, and thus displays a one-dimensional heavy tail in +oo, see [95]. For
the scalar Fisher-KPP equation, when the initial data satisfies (Q), the authors
in [95] derived precise estimates on the location of the level sets of the solution.
In our context, we make the following assumption on the initial data.

Assumption 2.4 ((Q)-Initial bounds). Let us consider the new coordinates
(X,Y) given by (2.6). The initial data vo(X,Y) = no(z,y) is such that there
exist functions g, ug satisfying (Q) so that

HO(X)l[U_,U+] (Y) é UO(Xa Y) S EO(X)FO(Y)? (217)
for some reals o < o4.

In particular, if the initial data satisfies Assumption then it satisfies
Assumption As far as the Y direction is concerned, when r is of the form
(2.5), the eigenfunction Iy is given by (2.9), so that amounts to a gaussian
control on the initial data. In the general case of a confining growth function
, one can prove that I'g(Y") decays at least exponentially when |Y| — 400,
see subsection Under Assumption [2.4] we shall derive some precise esti-
mates on the large-time position of the level sets, see Theorem

2.2.4 The extinction case

As we shall see, under Assumption the population either goes extinct
or survives depending on the sign of the principal eigenvalue Ag. In this short
section we simply expose the result of [6], which covers the case Ay > 0.
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Proposition 2.5 (Extinction case [6]). Assume Ag > 0. Let r, K,ng satisfy
Assumption [2.1} Suppose that there is k > 0 such that

— Bz
no(z,y) < kLo (h) .

Then any global nonnegative solution of satisfies

y — Bz Aot
n(t,x,y) <kl | ——= | e "%, 2.18
(t0.9) < i (4=22) 219
which implies [|n(t, -, )|| o ®2) = O(e~"), that is an exponentially fast extinc-
tion.

The proof of Proposition is elementary as n(t,z,y) and the right-hand
side of (2.18)) are respectively subsolution and supersolution of the parabolic
operator 0yn — Ozzn — Oyyn — 7(y — Bx)n. The maximum principle yields the
result.

2.2.5 Main result : acceleration in the invasion case

We now investigate the case where the principal eigenvalue )\ is negative. In
order to capture the spreading speed of the population in the space variable, we
look at the evolution of the total population in (¢, ), regardless of their trait.
Thus, for any p > 0, we define the level set of n by

B (t) = {x <R| /Rn(m,y)dy _ u} .

Let us emphasize again that, because of the nonlocal competition term,
problem does not enjoy the comparison principle. In such situation, and
as mentioned in the introduction, the behavior “behind the front” is typically
out of reach, see [2,/4,/6L|31}/75]. For such a reason, we are mainly interested in
the spreading properties of E};(t) for small values pu.

Let us recall that under Assumption 2.1} if \g < 0 and if ng # 0 has compact
support, then the population survives and the solution propagates at speed ¢* =
9, /-=2a

1+B2’
when, instead of being compactly supported, the initial data admits a heavy
tail in the X direction, in the sense given by Assumption [2.2}

see [2, Theorem 4.2]. Our first result shows that there is acceleration

Theorem 2.6 (2D initial heavy tail implies acceleration). Assume Ay < 0.
Let v, K,ng satisfy Assumptions and [2-3 Let n be any global nonnegative
solution of . Then there exists 8 > 0 such that for any p € (0,08), there
holds

1
n min £ (t) — +oo, as t — +oo.

In other words, if the initial data is greater than or equal to a front-like
function with a heavy tail in the direction X — 400, the solution is accelerating.
We will only give a sketch of the proof in subsection [2.4.4] as it is similar to the
proof of Theorem below.

We now state our main result, namely Theorem [2.7] which is an accurate
estimate of the position of the accelerating level sets under Assumption 2:4] In
the rest of this article, for any function f: R — R, we denote f~'(a) the set

{reR|[f(z)=a}.
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Theorem 2.7 (Asymptotic position of the accelerating level sets). Assume
Ao < 0. Let r, K,ng satisfy Assumptions[2.1] and[2.]} Let R > 0 be large enough
such that A\ < 0 (see subsection. Let n be any global nonnegative solution
of .

Then there exists > 0 so that for any p € (0,0), € € (0,=AF), T > 0 and
v >0, there exists T* =T}, . p p > 0 such that for allt > T*, the set £ (t) is
nonempty, compact, and satisfies

EL(t) C [mingal (Fe_(_xg_e)t) ,max g ('ye_(_’\‘)“)t)} . (2.19)

1
V1+ B2

Let us make some comments on this theorem. Observe first that for ¢ large
enough there holds

Te~ (A0 —9)t ¢ <O,IiIPinfu0) ,
ye~ (Frote)t ¢ <0,liminfu0) ,

thus the sets ug' (Fe*(*)‘éte)t) and ;" (ye~(7*F9)?!) are non-empty and
bounded. Additionally, it follows from Assumption that u, < Cuy with
C = min,_ )0 > 0. In conjunction with A\ < A, it implies that for ¢
possibly even larger there holds

min ug ! <F€7(7)\§76)t) < max (’ye*(f)“ﬁa)t) ,

giving a meaning to (2.19).

Next, notice that, given any two values p and g’ in (0, 3), both level sets
Ey(t) and B, (t) are included in the same interval given by expression (2.19).
As a consequence, Theorem implies that for any e € (0, —Af) and positive
real numbers v and I', there holds

lim inf inf / n(t,z,y)dy = B,
I+ c(14+B2)~1/2 minug ! (Fe—<—*§—5>t) R
t£+moo sup /]Rn(t, x,y)dy = 0.

x>(14+B2)~1/2 maxﬂgl('ye*(*AO*E)t)

The upper bound of Ej(t) in (2.19) is valid for all levels p, and only requires
the upper bound of vy in Assumption However, the lower bound of EJ}(t)
is valid for levels p < (3, and only requires the lower bound of vy in Assumption
Also note that the lower bound in (2.19) leads to  min E7(t) — 400 when
t — +oo, thus we recover the acceleration.

We now give a sketch of the proof. The upper bound is much easier to prove
since the nonlocal term is nonnegative. One constructs a supersolution of the
form ¢(t, X)Tg(Y) where ¢ satisfies 0;¢ — 0z p = (— o) with ¢(0, -) displaying
a heavy tail. The upper bound of Lemma is still valid in this case, which
leads to the result with an adequate control of the tails of n.

The proof of the lower bound is much more involved. Suppose first that
[-R, R] C [o—,04]. Then, after bounding the nonlocal term with a refinement
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of a Harnack inequality, we construct a subsolution of the form w(t, X,Y) =
u(t, X)IF(Y) where u satisfies the Fisher-KPP equation. Therefore applying
Lemma allows us to conclude. Note that this might not be a subsolution
if R were too small, leading to A& being possibly nonnegative. In the general
case we may have [—R, R] ¢ [o_,04]. In that event we construct a subsolution
v(t, X,Y) for t € [0, 1], such that v(1, X,Y) > puy(X)I'F(Y) on R x [-R, R] for
some p > 0. Then on [1, +00) we consider a subsolution of the same form as w,
which gives the result.

In particular, to prove acceleration assuming vo(X,Y") > uo(X)1,_ » 1(Y),
we have to use I'}? instead of Ty in order to construct the subsolution. Because
of this, we obtain —\¥ in the lower bound of . Had we supposed the stron-
ger hypothesis v(X,Y) > u,(X)[o(Y) instead, we could replace —\E with —\g
and take any € € (0, —)\p). Let us also mention that 3 tends to zero as R — +o0,
leading to a trade-off. Indeed, a large value of R provides a more precise location
of the level sets, but also reduces the range of level sets being located.

We conclude this section by applying Theorem [2.7] in the cases where the
functions u, and %y are of the forms ([2.13])-(2.15). For simplicity, we only consi-
der the lower bound.

Example 2.8. Suppose there exist Xo,b > 0 and a € (0, 1) such that wo(X) =
Ce %" on [Xo, +00). Then if we select I' = C, the lower bound in (2.19) becomes

1 1 1/a

min E"() > ———— | = (=M — o)t ,
0> g (4 - o)

meaning the total population spreads with at least algebraic, superlinear speed.

Example 2.9. Suppose there exist Xo,C,a > 0 such that uy(X) = CX~* on
[Xo0,+00). Then if we select I' = C, the lower bound in (2.19)) becomes

1 1
min E(t) > ———exp | —(=AF — o)t |,
u( ) = m p (a( 0 ) >
thus the total population spreads with at least exponential speed.

Example 2.10. Suppose there exist Xy > 1 and C,a > 0 such that ug(X) =
C(lnx)™® on [Xg,+00). Then if we select I' = C, the lower bound in ([2.19)

becomes ) )
in B (t) > ——— —(=MF—e)t
min H()mexp(exp(a( H E)>>7

that is the total population spreads with at least superexponential speed.

2.2.6 When the heavy tail is ill-directed

When the initial data admits a heavy tail in direction X — +00, in the sense
of Assumption [2.2] Theorem [2.6] proves the acceleration of the propagation. It is
worth wondering if acceleration still occurs when considering heavy tail initial
condition in a different direction than X — +4oc. For the sake of clarity, we only
consider the direction x — 400, but the proof is easily adapted to any direction

/ z+ B'y

X' === 400, withB'#B.
V1+ B #
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Theorem 2.11 (Ill-directed heavy tail prevents acceleration). Suppose Ay < 0.
Suppose r, K satisfy Assumption[2.1l Suppose ng satisfies

0< nO(gjvy) < UO(x)l[U,,U+](y)a (220)

where ug € L®(R) and o_ < oy. Let n be any global nonnegative solution of

:

Then if we define ¢* =2 %, there holds

limsup/ n(t,ct,y)dy = 0, Y|e| > ¢*. (2.21)
R

t——+oo

Notice that uy appearing in is only assumed to be bounded. In par-
ticular, even if ug = cst > 0, a much stronger assumption than a heavy tail,
acceleration does not occur because of ill-orientation.

Before going further, let us mention that |2, Theorem 4.2] shows that, when
r, K satisfy Assumption and ng #Z 0 is compactly supported, the spreading
speed of the population is exactly c¢*, in the sense that

limsup/ n(t,ct,y)dy =0, Y|e| > ¢, (2.22)
t—+oco0 JR

o S . .
1t1£>n-4}gof ]Rn(t, ct,y)dy > B, Ve < ¢, (2.23)

for some B > 0 that may depend on ¢ when |¢| — ¢*.

A consequence of Theorem is that if ng # 0 satisfies (2.20)), the po-
pulation spreads exactly at speed c¢*, in the sense given by —. To
prove that holds, one cannot invoke the comparison principle because of
the nonlocal term in . However, an essential element of the proof of Theo-

rem is the control of the tails (2.50). Using it, one can adapt the proof
of |2, Theorem 4.2] to show that ([2.23) is valid.

Outline of the paper. The rest of this article is organized as follows.
In Section [2:3] we provide some materials necessary to the proof, that is an
equivalent of Theorem [2.7 for the scalar Fisher-KPP equation, some properties
of functions satisfying (Q), some principal eigenelements of elliptic operators,
some estimates on the tails of n as well as a refinement of the parabolic Harnack
inequality. Section [2:4] is devoted to the proof of Theorem [2.7} and presents a
sketch of the proof of Theorem [2.6] Finally, Section [2.5] addresses the proof of
Theorem 211}

2.3 Preliminaries

2.3.1 Acceleration in the scalar Fisher-KPP equation

We consider here the Fisher-KPP equation with a logistic reaction term :

— Oyt = Au(l — R
{@u Ozl u(l—u), t>0, z€R, (2.24)

U(O7l‘) = uO(I)v S R7



80 CHAPITRE 2. ACCELERATING INVASIONS

with A > 0. The function ug: R — [0, 1] is assumed to be uniformly continuous
and asymptotically front-like, in the sense of (2.11)), and to display a (one-
dimensional) heavy tail in +00, in the sense of Under these assumptions,
Hamel and Roques [95] proved that the level sets of u, defined for n € (0,1) by

Ey(t) = {z e R |u(t,x) = n},

propagate to the right by accelerating, that is min F, (t)/t — +o0o as t — +o0.
Under assumption (Q), they also provide sharp estimates on the position of the
level sets. This result, which will be an essential tool for our analysis, reads as
follows.

Lemma 2.12 (See [95, Theorem 1.1]). Let w satisfy (Q), see Definition [2.3
Let u(t, z) be the solution of with initial condition ug = w/||w||s. Then
for anyn € (0,1), e € (0,A), v >0 and I > 0, there exists T =T, cr,an >0
so that

E,(t) cw™? ([’ye*(AJrg)t, Fef(Afa)tD , vt >T.

In the sequel, in order to prove Theorem [2.7] we shall construct some sub-
and super-solutions of the form wu(t, X)T'o(Y) where u(t, X) solves (2.24) or a
linear version of (2.24)). Then, for the estimates on E,(t) provided by Lemma
2.12| to transfer to estimates on E};(t) = {z eR| [gn(t,z,y)dy = pu}, we shall
need a technical result which we now state.

Proposition 2.13. Let w satisfy (Q). Then there exists & > & such that
w(z) > w(&) for any x < & .

In addition, for any 0 < a < b, Ty >0,y > 0 and x > 0, there exists t* > 0
such that

minw ™! (Fae*“t) +x < minw™! (Fbe*bt) , vt > t*, (2.25)

maxw (I‘ae_“t) +x < maxw! (I‘be_bt) , Vit > t*. (2.26)

Proof. Set m = inf(_ ¢jw. Since liminf ., w > 0 and w > 0, it is easy to
check that m > 0. Now, since lim; ., w = 0, there exists x; > £y such that
w(zy) < m. Since w(xy) > 0 and lim, o, w = 0, we can find & > x satisfying
w'(&1) < 0. Finally, as w’(£1) < 0 and w is nonincreasing on [, +00), we can
readily check that, for any x < &;, there holds

<w(zy) <m <w(x), ifz<E,
w(&1) .
<’UJ(IZ?), if z € (50751)3
which proves the first assertion.
We now turn to the second assertion. We only give a proof of (2.25)), seeing

as the proof of ([2.26) is identical. In the first place, set £ > 0 large enough such
that for any ¢t >t

L,e” % Tye ¥ e (0,m), vVt > t,

hence the sets w1 (Iye= ), w™! (Fbe_bt) are well-defined and compact. Next,
suppose by contradiction that there exist 0 < a < b and positive constants
Ty, Ty, x such that

Vt* >t It >t minw ™! (I‘ae_“t) +x > minw™* (Fbe_bt) )
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Thus, we can construct an increasing sequence (t,), such that lim, . t, =
~+00 and the above inequality holds for ¢t = ¢,,. In particular, there exists N € N
such that for any n > N, there holds I'ye ™ < w(&;), whence

minw ™" (Tee™") > & > &.

Meanwhile, since b > a, we can select N possibly even larger so that for any
n > N there holds

[pe tin < %e‘“t" < T,e %n,
Both assertions imply, by monotony of w on [§y, +00), that
minw ! (Fae_“t") < minw™! (Fbe_bt") .
Now, from the mean value theorem, there is

0, € (min w! (Fae_at") ,minw ! (Fbe_bt"))

such that
T e—atn _ Fbe—btn
"9,) = u <0,
w (6n) minw=! (Cge=%n) —minw=1 (Fpe=bn)
therefore
T, —atn _ T, e~ btn T, —atn
' (6,)] > —25 R — (2.27)

X 2x
However, since w satisfies (Q), there holds w'(x) = o(w(z)) as  — +00. As a
consequence, there exists x, € R such that |w'(z)| < iw(m) for any = > zy.
As lim,,—, 4 oo 0, = 400, we obtain §,, > x, for n large enough. For such n, we
derive the following inequality :

1 1
w/ en S ——w 971, S 7Fa6_atn7
4 4y
X

which contradicts (2.27)). Thus (2.25]) holds. O

2.3.2 Some eigenvalue problems

We present here some useful eigenelements. This subsection is quoted from |2,
Subsection 2.1], which was based on the results of |281|33}35].

The theory of generalized principal eigenvalue has been developed in [2§],
and is well adapted to our problem when r, thus 7, is bounded. Following [28|,
we can then define, for 7 € L>°(2) and Q C R a (possibly unbounded) nonempty
domain, the generalized principal eigenvalue

A7, Q) =sup {A € R | 3¢ € H,.(2), ¢ >0, ¢"(Y) + (F(Y) + \)g(Y) < 0} .
(2.28)
As shown in [28], if © is bounded, A(7, Q) coincides with the Dirichlet principal
eigenvalue \p, that is the unique real number such that there exists ¢ defined
on ) (unique up to multiplication by a scalar) satisfying

—(Y) = F(Y)B(Y) = Apg(Y) ae.in ©,
¢>0 on €,
¢=0 on 0f.
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Note that A(7, Q) < A(7, Q') if Q D . The following proposition shows that
A(7, ) can be obtained as a limit of increasing domains.

Proposition 2.14. Assume that 7 € L>®(R). For any nonempty domain Q C R
and any sequence of nonempty domains (y)nen such that

Qn C QnJrl» UnENQn = Q;

there holds A(7,$0,) ¢ A(7,Q) as n — +oo. Furthermore, there exists a ge-
neralized principal eigenfunction, that is a positive function T € H? (R) such
that
~T"(Y) = #Y)T(Y) = M7 QT(Y), a.e. in .
Since our growth function 7 is only assumed to be bounded from above, we

extend definition (2.28)) to functions 7 in L72 (£2) such that & < 70, on Q, for
some Tyqe > 0. The set

A7 Q) ={AeR|3p e HZ.(Q), 6> 0, ¢" (V) + (F(Y) + Np(Y) <0}

is not empty since A(max (7, —rmaz), ) C A(7,Q), and is bounded from above,
thanks to the monotony property of Q +— A(7, Q). Finally, going back to the
proof of |28, Proposition 4.2], we notice that Proposition remains valid
under the weaker assumption 7 € L{S (£2) is bounded from above.

It follows from the above discussion that we are equipped with the gene-
ralized principal eigenvalue \y € R and a generalized principal eigenfunction
I'y € H? .(R) such that

—T5(Y) = 7F(Y)To(Y) = AIp(Y) ae. in Q,

I'p>0 on €,

Lol Loy = 1.
Let us also mention that, given that 7 satisfies Assumption the function
Iy decays at least exponentially as |Y| — 4o00. This result holds by using the
comparison principle on {|Y| > Y;} with a supersolution of the form Ce=21,

with Yp large enough (so that 7+ Ao < —e for some € > 0), a small enough and
C large enough.

2.3.3 Preliminary estimates

The following lemma gathers preliminary results from [2], with ng satisfying
Assumption 2.I)instead of being compactly supported. The proof of the following
a priori estimates is easily adapted from |2, Lemmas 2.3 and 2.4] and is therefore
omitted (see also the proof of Lemma [2.19).

Lemma 2.15 (Some a priori estimates). Let r, K,ng satisfy Assumption .
Then, there exist Noo > 0, C' > 0 and k > 0 such that any global nonnegative

solution of satisfies
/ n(t,z,y)dy < Nu, (2.29)
R

n(t,xz,y) < Ce rly—Bz| (2.30)
forallt >0,z € R, y € R.
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While Lemma [2.T5] provides us with a uniform bound, we need more precise
estimates on the nonlocal term fR n(t,z,y)dy. To do so, we invoke a refinement
of the parabolic Harnack inequality, as exposed in [2].

For any (¢,z) € (0,+00) x RN with N > 1, we consider a solution u(t, ) of
the following linear parabolic equation

N N
Opult,z) = Y aij(t,2)0p,0,ult,x) = > bit,)0s,u(t,x) = f(t,z)ult,z),
i,j=1 i=1

(2.31)
where the coefficients are bounded, and (a; ;)i j=1,...n is uniformly elliptic.

Theorem 2.16 (A refinement of the Harnack inequality |2, Theorem 2.7]).
Assume that (a; ;)i j=1,..~ns (bi)i=1,..n, f all belong to L2, ((0,+00) x RY),
and that (a; ;) is uniformly positive definite on RYN. Assume there exists K > 0

such that, for all1 <i,5 < N,
a; ;(t,x) < K, b(t,z) <K, f(t,z) <K, a.e. on (0,+00) x RY.

Let R,6,U, e, p be positive constants.

There exists C > 0 such that for anyt > ¢, any T € RN and any nonnegative
weak solution w € H((0,4+00) x RY) of satisfying |[ul| e @~y < U, there
holds

max u(t,z) <C min u(t,z)+ 0.
2€B(T,R) +€B(z,R)

Notice that, as seen from the proof of |2, Theorem 2.7], the constant C' > 0
does not depend on ¢ provided that £ > ¢ > 0, which validates the above setting.

2.4 Acceleration result

Subsections and [2.4.2] are devoted to prove the following : under the

hypotheses of Theorem 2.7 there exist ;. | >0 and T}; _ - > 0 such that

1
n(t,z,y)dy < p, Vo> ———— maxTy ' ( 67(7)\0+€)t) S VE>TF
/I; ( y) Y 12 = m 0 Y — THEY

(2.32)
1 - —(=2F_¢ *
/Rn(t,x,y)dy >u, Ve< \/ﬁmmgo ! (Fe (=20 )t) sVt =T, . r R
(2.33)

Subsection [2.4.3] concludes the proof of our main result, namely Theorem

based on ([2.32))-(2.33)). Lastly, in subsection we sketch the proof of Theo-
rem

In the rest of this section, in view of (2.3)), we shall consider K = 1 wi-

thout loss of generality. Additionally, to alleviate notations, the function 7#(Y") =
r(v1+4 B2?Y) will be denoted as r.

2.4.1 The upper bound ([2.32)
This subsection is devoted to the proof of (2.32)).
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Lemma 2.17. Let A > 0 and ¢ the solution of the Cauchy problem

{at¢—3xx¢= Ap, t>0, X €R,

#(0,X) =u(X), X €R, (2.34)

where Wy satisfies (Q). Set ES(t) = {X e R| ¢(t, X) = n} for any n > 0.
Then for any n >0, € € (0,A), v > 0, there exists T =T, . > 0 such that
for any t > T the set E;f(t) is nonempty, admits a mazimum, and

max E?(t) < maxy ('ye_(AJrE)t) .

This means that the upper bound of Theorem [2.12] is still valid when the
logistic reaction term Au(l — u) in ([2.24) is replaced with Au. Note that, as in
Lemma[2.12} T, . - also depends on A. However, we ignore it here since we will fix
A = —Xg. The proof of Lemma is easily adapted from that of |95, Theorem
1.1] and is consequently omitted.

Proof of (2.39). Set A = —Xg > 0, and

@(ta X7 Y) = (b(t? X)FO(Y)v
where ¢ is the solution of the Cauchy problem ([2.34). We readily check that ©
is a supersolution of the operator 9; — dxx — dyy —r(Y) :

04U — OxxU — Oyyl — T(Y)ﬁ = (at¢ —Oxx¢+ )\0(]5) I'y=0.

Meanwhile, since v > 0, it is clear that v is a subsolution of the same operator.
Since provides vo(X,Y) < 7(0,X,Y), we conclude with the maximum
principle that v < ¥ on [0, +00) x R2.

Next, let 4 > 0, € € (0,A), and 7 > 0. One can select n > 0 and § > 0 such
that

nv'1+ B2 / To(Y)dY + 6 < p. (2.35)
R
From our control of the tails (2.30]), there exist C, % > 0 such that
v(t, X,Y) < Ce ™VIFBIYIwi >0 V(X,Y) € R

From there, we can find ¢ = ¢(d) > 0 large enough, such that for any ¢ > 0 and
x € R, there holds

/n(t,m,y)dy=/v<t,X(x,y)7Y(x,y))dy
R R
/ ( x + By y—Bx)
= [ v|t, , d
R V1+ B2 1+ B2
:\/1+32/v(t, 1+ B2z + Bs, s)ds
R
<+/1+ B2

(oo}

+oo
+ / o(t,/1+ B2z + Bs, s)ds
¢

“+oo
<dé++V1+ B? / o(t, 1+ B2z + Bs)Tg(s)ds.
—¢
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Now, set E(t) = {x € R | ¢(t, X) = n}. We will show that for any

1

> maxu, ( e_(A+8)t> ,
T V1t B2 o \7
and for ¢ large enough there holds ¢(t,v/1 + B2z + Bs) < ¢ for any s > —(. For
now, let us only assume the condition on z. By applying Proposition [2.13] to ug
with

a=AN+¢e/2, b=A+e,

La=7, Ly =7,
x = B¢,
there exists t*(a,b,Tq, I'p, X) = t ., ¢ = 0 such that for all ¢ > ¢7 | . there holds

maucﬂo_1 (’ye*(AJrs/Q)t) + B¢ < maxﬂo_l (*ye*(AJrs)t) .

From there, Lemma [2.17] proves the existence of T}, />, > 0 such that for all

t>T, . =max(t;_ . T, c2~) the following holds

max E;f(t) < max, (76*(A+€/2)t)
< max g " (r}/e*(AJrs)t) — B¢
<1+ B2z — BC.

It is then easily deduced that for any s > —(, there holds ¢(¢, V1 + B2z+ Bs) <
7. Indeed, assume by contradiction that there exists xg > v/1 + B2z — B¢ such
that ¢(t,zg) > 7. Since for any ¢ > 0 one has ¢(t, X) — 0 as X — +oo, there
would exist x; € Ef;(t) N [zg, +00), which contradicts the above inequality.

Finally, for any ¢ > T); . , and = > \/ﬁ maxﬂal ('ye—(/\+€)t), there holds :

+oo
/ n(t,z,y)dy <5 +nv1+ BQ/ To(s)ds
R —C
<d+nV1+ B2 / To(s)ds,
R
which, combined with (2.35]), proves (2.32)). O

2.4.2 The lower bound (2.33)

This subsection is devoted to the proof of (2.33).
Lemma 2.18. Let u, satisfy (Q), see Definition . Then there exists a func-
tion u, R — R such that

- g S QO;

— there exists & € R such that u; = u, on [§2, +00),

— u, satisfies (Q),

- u, is of class C? on R and there exists K > 0 such that |gg| < Kgo on R.
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Proof of Lemma[2.18 From Proposition there exists & > &y such that
ug(X) > uy(&1) for any X <& . Fix h € (0,81 — &).

Since u, satisfies (Q), there is {& > & such that uy(§) < ug(&1) and
lug (X)] < wo(X) for all X > &. Next, one can construct a nondecreasing,
concave function ¢: R, — R, of class C? satisfying

o) = {x Va < uy(§2),

m, Ve > ug(&),

for some m < uy(&1). Finally, set u = ¢ o uy. Let us prove that u, satisfies all
the desired properties.

Given that ¢ is concave, we have ¢(x) < x on Ry, thus u < wu, on R.
Meanwhile, for any X > &, there holds uy(X) < uy(£2), which implies u,(X) =
o (X). Furthermore, the function U, is of class C2 on R. Indeed, by composition
u, is C? on (& — h, +00), whereas on (—o0, &1], u, is constant from our choice
of 51 .

Let us check that the function u_, which is clearly bounded, satisfies condi-
tion (@), see Definition Given that ¢ and u, are uniformly continuous, so
is u,. Then, since u, = uy on [§2,+00) and u, satisfies (Q), we collect for free
the properties corresponding to the third and fourth lines of condition (Q), as
well as lim o u, = 0. Meanwhile, ¢ > 0 leads to u, > 0. Eventually, given our
choice of &1, one deduces liminf_ o ug > uy(£1), whence liminf_ u, =m>0.
As aresult, u, does satisfy (Q).

It remains to prove the existence of a real K > 0 such that @6’ | < K u, on
R. From our choice of &5, there holds

oo =0 < wX) VX <€,
=0 = |ug (X)] S up(X) = (X) VX > &.

Meanwhile, u  is C? and positive on [¢1, &), thus there exists K’ > 0 such that
for any X in &1»52]

w(X)| <K' min u_ < K'u_(X).
i (X)] < (61,6270 ~ (X)
Thus it suffices to choose K = max(1, K'). O

We now turn to the derivation of estimate ([2.33)).

Proof of 23 . The proof involves three steps. First we construct a subsolution
von [0,1] xR x [o- — a,04 + ], which, for & > 0 large enough, provides a
lower bound of the form v(1,X,Y) > ng(X)Fé%(Y) for some p > 0, where u,
is constructed from w, as in Lemma [2.18]

Next, equipped with this lower bound provided by v, we construct a second
subsolution w on [1,+00) x R?, which spreads and accelerates in the direction
X — 4o00. Let us recall that due to the nonlocal term, equation does
not satisfy the comparison principle. Thus, to prove that v(t,-,-) > w(t,-,-)
for t > 1, we invoke a refinement of the parabolic Harnack inequality, that is
Theorem

The last step consists in transferring the estimates on the level sets of w into
estimates on £} (t), similarly to the proof of in subsection m
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First subsolution. Let o > 0 large enough so that [-R, R] C (0_-—«, 01 +a).
Let p(t,Y’) be the solution of the initial boundary value problem

Op — Oyyp =0, tE(O,l}, Ye(o- —a,o +0a),
p(t,Y) =0, te (0,1, Y =01 +a,
p(0,Y) =po(Y), Y € (o_,04),

with pg the quadratic polynomial that satisfies pg(o+) = 0 and pg (M) =1.

2
In other words, p(¢,Y") solves the one-dimensional heat equation on [0, 1] X [o_ —
a, 04+, with zero Dirichlet conditions imposed on the boundary. Let us recall
that Ny, C and k are positive real numbers such that and hold.
Moreover, since r € L;S (R), there exists 7y, < 0 such that 7(Y) > 7y, for
any Y € [o_ — o,04 + «]. We define the following subsolution

u(t, X, Y) = e Mu (X)p(t,Y), (2.36)
k=K — Tmin + Noo, (2.37)
Q={tX,Y)|0<t<l, XeR, Ye (o —a,01+a)}, (2.38)

where u_ is constructed from u, as in Lemma@ with the associated constant
=0
K >0, so that £k > N, > 0.
Let us prove that v > v on . We first check that v < v on the parabolic
boundary of €2, that is

9,0 = ({0} xR x [a_,a+]) Upsp-.
where

Dy :={(t,X, 00 +a)|te(0,1],X € R}.
On the one hand, it follows from (2.17)) that vo(X,Y) > v(0,X,Y) for X € R
and Y € [o_,04]. On the other hand, on Dy U D_, one has v = 0 < v. Thus
v > v on Jpf2. It remains to show that v — v is a supersolution of a parabolic
problem on Q. First, for ¢ € (0,1), there holds

O — Ixxv —Odyyv=r(Y)v — ’U/ v(t, x,¥)dy
R

Z (Tmin - Noo)'v

Meanwhile, since |u(| < Ku,, one obtains

O — Oxxv — Oyyv=e F [_@op - ggp}

= Bikt |:(Tm1n - Noo)gop + (7Kg0 - gg)p

S (rmin - Noo)y

We conclude by the maximum principle that v > v on Q. We have thus comple-
ted the first step of the proof.
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Second subsolution. We now turn to the construction of a second subsolu-
tion. The maximum principle shows that p(1,Y") is positive on (0_ —a, 04 + ).
Since [-R, R] C (60— — a, 04 + «), there exists ppin > 0 so that p(1,Y) > pmin
for any Y € [—R, R]. Thus, for any X € R and Y € [—R, R], there holds
v(1,X,Y) > v(1,X,Y)
_kpmingo (X)
efkpmmgo (X)Fé%(Y),

Y
®

Vv

where ' solves (2.10). Fix now any real number p > 0 small enough so that
p < ||g0||ooe_kpmm. We allow ourselves to take p even smaller if needed. Set

A=\ —¢/2>0.Forany t > 1 and X,Y € R, define
w(t, X,Y) = pu(t, X\)IG(Y),

where u(t, X) solves the Fisher-KPP equation

up —uxx = Afu(l —u), t>1, X €R,
a1, X) = 1, (X)/ly s X €R.
In particular, u(t, X) € [0,1] thanks to the maximum principle.
We shall now prove that v(t, X,Y) > w(t, X,Y) on [1,+00) x R% Given
our choice of p, we indeed have v(1,X,Y) > w(1,X,Y) on R2 Assume by
contradiction that the closed set

E={t>1|3(X,Y)eR? v, X,Y)=w(tXY)}

is nonempty. Set to := min £ > 1 and (X, Yy) € R? the point where there holds
v(to, Xo, Yo) = w(to, Xo,Ys). Note that this implies Yy € (—R, R), since the
maximum principle yields v(¢,-,-) > 0 for any ¢ > 0. Before going further, we
first use Theoremto estimate the nonlocal term in . Let (zo,yo) be the
corresponding coordinates of (Xo, Yp) obtained through the change of variable
. Fix M > 0, large enough so that 3¢e="M < £/8 and |yo — Bwo| =
V1 + B?|Yy| < M. Thanks to the control of the tails , there holds

/R'U(to,X(XOyy(hy)aq/}(XOa YOa y))dy

Xo—BY, Xo—BY,
= / U tO 01+B20 + By _B \’01+B20 + y dy
R T VI+B2 T 1+ B?

:/n(t07$07y)dy=/n(to,$0,3$0+y)dy
R R

<2M max n(to,xo,on+y)+/ Ce "Wl dy. (2.39)
yE[—M,M] [—M,M]e

Next, in order to estimate the first term of (2.39), let us recall that the solu-
tions are uniformly bounded, as implied by (2.30]). This allows us to use the refi-
nement of the Harnack inequality, namely Theorem with 6 = ﬁe*"M >
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0. Thus there exists a constant Cj; > 0 such that
t B
(o) S agpe 07 T 7 B )

<C i t B o
<O min ot %o+ Bro+y) +

§ CMn(t()aanyO) + 57

which we plug into (2.39)) to obtain

Vi+BZ V1+ B2

< QMC]V[’U(to, Xo,YQ) + %675]\/[.

Xo—BY, / Xo—BY, /
(o e
v to, d
R

Going back to our proof by contradiction, since (w—wv) is negative on [1, %) X
R?, it reaches its maximum on [1,#y] x R? at the point (¢, Xo, Yp). Thus

[0i(w —v) — Oxx (w —v) — yy (w—v) —r(Yo)(w — v)] (o, Xo, Yo) > 0, (2.40)
On the one hand, there holds
— [0 — Oxxv — Oyyv — (Y )v] (to, Xo, Yo)
= ulto. Xo, Y5) [ ot x,0)dy

R
3C

< 2M Crhw(to, Xo, Yo)* + 76%”[&(150,)(07 Yo).

On the other hand, one has

p (3tu — Oxxu+ )\gu) I‘OR
< p(Afu+ Afu)TF

Ow — Oxxw — Oyyw —r(Y)w

€

IN

€
——w.
W
Thus, (2.40) leads to
£ 2 3C —kM
0 < —uw(to, X0, Yo) + 2MCareo(to, Xo, Yo)? + ==~ uw(to, Xo, o)
< {; +2MCrp + 35@“1”] w(to, Xo, Yo)

e € €
< [—5 + g + g} w(tO,X(hYo)?
provided we select p small enough so that 2MCjrp < £/8. Note that reducing
p may change the values of ¢y, X, Yy but all above estimates remain true since
there always holds Y; € (—R, R) and C); does not depend on ¢ty > 1. In the end,
one has —ew(tp, Xo,Yp)/4 > 0. This implies w(to, Xo, Yo) < 0, which is absurd.
As aresult, w(t, X,Y) < v(t,X,Y) forany t > 1 and X, Y € R.
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Conclusion. Before going further, let us mention that, for any ¢ > 1 and
X € R, there holds u(t, X) < 1, thus

(/waJWM<p/FﬁYWy=mﬂ+lV/f?@My:6
R R R

Therefore, the lower bound v(t, X,Y) > w(t, X,Y) on [1,4+00) x R? does not
provide any information on the location of E};(t) for levels 1 > 3. As a result the
location of larger levels are seemingly out of reach, which is typical of equations
without comparison principle, as already mentioned in the introduction and
subsection

Now, given any p € (0, 5), one can select n = n(p) € (0,1) such that n > u/g.
Since v > w on [1,+00) X R2, there holds for any t > 1

Q/Www@Z/w@KW@
R R

> / pu(t, X)TE(Y )dy

o /u(t x+By> R(y—Bm>d
PR\ vir )\ Vi B
> pV 1+ B? / u(t, /1 + B2z + Bs)T'¥(s)ds
R
R
> pV1+ B2 / u(t,/1+ B2z + Bs)T'{{(s)ds.
-R

We will show that for any
1 . (AR
< ———minu (Fe (A 5/2)t>,
~ V14 B? -0

and for ¢ large enough there holds u(t,v1+ B2z + Bs) > n for |s| < R. For
now, let us only assume the condition on z. By applying Proposition to u
with

a=AE—¢/2, b=AE—¢/4,

r,=r, r, =T,

x = BR,
we deduce that there exists t; , 1, | =tf g > 0such that for any s € [~ R, R]
and ¢ > i}, p ., there holds

V1+ B2z + Bs < minug " (Fe*(/\ffsﬂ)t) 1 Bs
S minual (Fef(A§*€/2)t) + BR
< nﬂnjg;l(Fe—(Af—f/4ﬁ).

Since n € (0,1), Lemmam gives the existence of a real T}, . /4 r ar > 0 such
that .
min E, (t) > mingal (Fe*(AE 75/4”) , Vt > Ty c/aran,

where E,(t) = {z € R | u(t,z) = n}. However, Lemma m provides some &, €
R such that u (X) = u,(X) for X > {2, and since u, satisfies (Q)) (see Definition
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, one can take T) .4 p ar even larger so that minu ! (Fe*(A5*E/4)t) > .
Also, since u, <y, there holds mlngo_ (I‘e*(l\s 75/4)t> > &5, so that

min y ! (Fe*(AE*E/‘l)t) = minug (Fe*(Af'*E/‘l)t) , Yt > T, cparan-

Additionally, seeing that infx<ou(t,X) — 1 as t — +oo, there is t, . > 0
such that
}}m inf u(t, X) >n, Vi >t R

Finally, set
* o *
n,e, 'R " max(tF,R,sv Tn,s/4,F,A§a tn,R,s)a

then for any = < \/ﬁ min ug * (Fe_(Af_e/Q)t> and t > Ty _ 1 g, there holds

min F, (t) > minu, (Fe (A ?*8/4)75)
>\/1+ B%z + BR. (2.41)

Thus for any s € (—R, R), one has u(t,v/1 + B%xz + Bs) > n. Indeed, assume by
contradiction that there exists sop € (—R, R) such that u(¢, v1 + B2z+Bsg) < 1.
Given that t > t, r ., there would exist z1 € E,(t) N (—oo, V1 + B2?z + Bs),

which is absurd considering (2.41)).
Consequently, when ¢ > T . p and z < \/%minggl (Fe*(Affs/z)t),

1+ B2
there holds

R
/n(t,x,y)dy > pV1+ BZ/ g (s)ds
R —R
>nB > p.

Since A —e/2 = —\[' — ¢, this concludes the proof of (2.33). O

2.4.3 Conclusion

Proof of Theorem[2.7 Let us recall that (2.32)-(2.33) have been established in
subsections [2:4.T] and 2.:4.2] respectively. We can now complete the proof of Theo-
rem 271 Set

Ni¢(z) ::/Rn(t,x,y)dy,

for any t > 0 and z €R. Set T; g =max(T); .., T, rr) One can refor-

mulate as follows : there exists 8 > 0 so that for any p € (0, 8),
0, F > 0 and v > 0, there exists T); . p p > 0 such that for all

t > T;E VTR there holds
1 - —\— g
Ni(z) < p, Vo > ViYL max; | <,y€ (Aot )t) ,
1

Ni(x) > p, Vo < f min uo_l (Fe*(*)‘éts)ﬂ ,
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Since N is continuous for any ¢ > 0, and Ej(t) = N, (1), the level set EL(t)
is nonempty, closed, and included in

1
V1+ B2

forany ¢t > T7 . r -

{mingo_l (Fe—(—k(lf—a)t) ,maxﬂal (We—(—)\g-ys)t)} :
This concludes the proof of Theorem |

2.4.4 A heavy tail induces acceleration

In this short subsection, we give a sketch of the proof of Theorem as it
follows the same lines as the proof of (2.33) done in subsection [2.4.2]
By assumption, there holds Ag < 0. Select R > 0 large enough so that

A < 0 (see subsection [2.2.2). Choose any ¢ > 2v/—AF and set a,. € (0, /=\F)
R

the only real satisfying ¢ = a, + —20 Since there exists m > 0 such that

uy(X) > min(m, e~ %X), we can construct, as in the proof of Lemma aC?
function u : R — [0, 1] that satisfies

- go S y(_]a
-y, is asymptotically front-like, i.e. satisfies ||

-y, (X) = e~ X for X large enough,

— there exists K > 0 such that |uj| < Ku, on R.
Then, select « > 0 large enough so that [-R, R] C (6- — a,04 + ). Set v as

in -. From , the maximum principle allows us to conclude that
v>won [0,1] x R2.

Next, as in subsection [2.4.2] we can construct a second subsolution on
[1,4+00) x R? of the form w(t, X,Y) = pu(t, X)['E(Y) for some p > 0, where T'¥
solves and u(t, X) solves

u—uxx = - Mu(l—u), t>1, X €R,
u(l, X) = u (X), X eR

However, since u (X) decays as e~ X the function u(t, X) converges to a
shift of the front ¢.(X — ct) solution of the Fisher-KPP equation u; — uxx =
—Au(1—u), see |[136]. As a consequence, with the same calculation as in subsec-
tion [2.4.2] we deduce the existence of a level § > 0 such that for any p € (0, §),
there holds
. r .. 1
it (i 550) > e
Since ¢ > 24/—Af may be chosen arbitrarily large, there holds min E"(¢)/t —
+o0 as t — 400, for all u € (0, 5), leading to the result of Theorem ﬁ

2.5 No acceleration for ill-directed heavy tails

In contradistinction with Section we will keep the notation 7#(Y) =
r(y — Bx) = r(v/1 4+ B?Y), since the two coordinate systems (z,y) and (X,Y)
will be used in conjunction during the proof.
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Proof of Theorem[2.11 We only give the proof for ¢ > ¢*, as the case ¢ < —¢*
is similar. We first set the following positive constants

% = c*\/l—l-BQ:Q\/—)\o, v = 1/=MXo.

Fix any s > s*, and define

(t,x,y) = Ce "I, (Y),
ot z,y) = e_atu(t’ z)p(t, y),
where X, Y are given by (2.6), @ > 72 (1 + 3z ) may be chosen arbitrarily large,

C > 0 is a positive constant to be determined later, and the functions u(t, x),
p(t,y) respectively solve

Oru — Oppu = u([uo|lc —u) >0,z €R, (2.42)
u(0,z) = uo(z) z €R,
atp - 8yyp =0 t>0, (TS R, (243>
p(07y) = l[a,,oJr](y) RS R.

Since p solves the one-dimensional heat equation, it is expressed as the convo-
lution

1 (7 s
p(t,y) = \/H/ e~ W2/ (40 gy (2.44)

We shall prove that ¥ + ¢ > n using the maximum principle. Notice that
one clearly has ¢(0,-,-) > 0, and ¢(0,2,y) > no(z,y) with (2.20)). Also, since
nonnegative, n is a subsolution of the linear local operator :
L =0y — Opy — Oyy — r(y — Bx),
=0y —0xx — Oyy —7(Y),

thus it suffices to prove that £(1) 4+ ¢) > 0 on (0, +00) x R? to conclude.
Given that —ayyr() - ’F(Y)F()(Y) = )\Or()(Y), we have

L= (ys ="+ o) ¥ >0,
since ys* — v2 + g = 0. In particular, 1 is a supersolution.

Let us now turn our attention to the function ¢. Since r satisfies Assumption
there exists Yy > 0 such that 7(Y) < —a whenever |Y| > Yj. Set

Qp = {(x,y) cR?

| = ly - Bl <Yo}.

1
V1+ B?
On Qf, there holds —7(Y) = —r(y — Bx) > «. Therefore this implies

Lo = —ap + (|[uolloc —u)p =7y = Ba)p = ([[uo]|oc —u)p = 0.

Thus L(¢ + ) > 0 on (0, +00) x 5.

Next, let us consider the domain 4. On this domain, ¢ may no longer be a
supersolution because r may be greater than —a. However we shall prove that
1 +  is a supersolution. Indeed, there holds
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Lip > Qre "X, (2.45a)
Lo > —Qae™p(t,y), (2.45b)
where
. A2 .
Q1= (vs —7°+ Xo) C min To(Y) >0, (2.46a)
QQ = (a + Tmaw)HuOHoo- (246b)

Now, let us divide Qg into two parts :

Q_=QoN{(z,y) | BX =Y, <6},
Qp =QN{(z,y) | BX =Yy > 0},

where

6 = max (1, (0 + )V1+ 32) > 0.

On the domain Q_, one has

Lip > Qre X > Qe Vot0)/B
Lo > —Qae™||p(0,)||oc > —Q2.

In view of it suffices to take C' large enough to reach L(1) + ¢) > 0 on
(0,+00) x Q_.

It remains to prove that £()+¢) > 0 on (0, +00) x Q4. For any (z,y) € Qy,
we have

BX +Y _ BX - Y 0o
- oL.
Y V1i+B2  J1+B2  JV1i+B? +
Consequently, from (2.44)) we obtain
p(t,y) < 1 (o4 — U,)e_(y—0+)2/(4t)
= Vart
1 ( ) 1 (BX—i-Y )2
= 04 —0_)€ex [ e —
At P 4 \1+ B2 +
1 e
< oL —o_ e /4t’
a 47rt( * )
where
7. BX —-Y, B 0

—— — 0y > — — o0y > 1.
V1+ B? = Vit B2 =
As a result, from (2.45)), there holds

LY+ @) > Qre e’ — Qe "p(t, y)
> @:eva\/LH/BQe'yst . @t71/267at6722/4t’
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where
31 = Que 100 VITFo) /5,

Q2 = Qa0 — Uf)\/%~

Thus L(3) + ¢) > 0 on (0, +00) x O if
@:e—yZ\/@/B > @t—1/2e—Z2/4t6(—a—ws)t’
for every Z > 1 and ¢ > 0. For any such Z, the function
g: b t—l/Qe—Z2/4t6(—a—’ys)t’

defined on (0, 4+00), attains its maximum at

1+4 72 -1
tmaz = * (75 * a) > 0;
4(ys+ )

which, since v1+a2 —1<a < +v/1+ a? for any a > 0, leads to

4

g(t) < Qsexp (— a0z

< Que VI,
with Q3 = t;l}l/fel/‘l > 0. Therefore, 1' amounts to
@:e—'yZ\/l-&-l/BQ > @Q36_\/mz-

Now, let us recall that since o > 72 (1 + ﬁ), we have

/ 1
0 1+§§\/’}/S+OA

(s +a)Z? ) exp <_ 1+4(ys+ a)Z?
21

95

(2.47)

)

Finally, by increasing C' > 0, if necessary, one has @1 > @;Qg, thus L(y+¢) >0

on (0,400) x Q4.

Putting all together, we have thus proved £()+ @) > 0 on (0, +00) x R? and,
from the comparison principle, n(t, z,y) < ¥(t, z,y)+¢(t, x,y) on (0, +00) x R2.
In other words, for any s > s* and o > 2 (1 + %), there exists C' > 0 such

that for any ¢ > 0 and (x,y) € R?, there holds

n(t,z,y) < CeiV(X*St)FO(Y) + e u(t, x)p(t,y).

(2.48)

We are now in the position to complete the proof of . This requires
an additional control of the tails of n which is postponed to Lemma [2.19 In
the sequel, we select C’ > 0 and x > 0 such that holds. Choose any
¢>c*=s*/vV1+ B? and s € (s*,¢v1+ B2?). Now, fix 4 > 0 and select ¢ > 0

large enough so that

-
C"/ e Wy < g
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Additionally, there exists T, , > 0 such that for any ¢t > T,, ,, and for all z € R,
there holds

SRS

/ e=otu(t, 2)p(t, y)dy < o= uo||o(04 — o) <
R

Then, set £ := —( + Bct. For any t > T, ,, combining (2.48) and ( - one
obtains

3
/n(t,ct,y)dy < / [C’efﬁ‘nyCtl + efo‘tu(t,ct)p(t,y)] dy
R —o0
+oo
Jr/f [o(t, ct,y) +1(t, ct, y)] dy

—¢ +oo
< [ ceays [ ety [ o ey
— o R 13

Foo ct + By y — Bcet
<uic [ ew(- <—f>)f()d
a . P\ 7)) i)

<p+Cv1+B? / V(VITBZet4Bz=st) D (1),
VTR

< o+ e (T

where C' = CV1 + B2eYB¢/Vi+B2 f To(z)dz > 0 From there we deduce that

limsup,_, | o, [ n(t, ct,y)dy < pu. This provcs since ;¢ may be taken arbi-
trarily small. O

To conclude the above proof, we require the control (2.50)).

Lemma 2.19. Suppose 7, K and ng satisfy the assumptions of Theorem [2.11].
Let n be any global nonnegative solution of , Then there exists Noo > 0
such that

/ n(t,z,y)dy < Neo. (2.49)
R
Additionally, for every a > 0 there exist C', k > 0 such that

n(t,z,y) < C'e ™ W=Bzl L ematyt 2)p(t,y), (2.50)
where u and p respectively solve -.

Proof of Lemma[2.19 The proof, very similar to that of |2, Lemma 2.4], is in-
cluded here for the sake of completeness. The first assertion is straightforward.
If we define the mass N(t,x) = fR n(t,z,y)dy, an integration of along the
y variable provides the inequality

N — 0yoN < N(rmax — k_N).

Since No(z) < ||ugl|oo(04 — 0—), it follows from the maximum principle that
the mass is uniformly bounded :

Tm(ll‘
N(t,z) < Ny = max <||u0||oo(a+ —o_), ’ > ,
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which proves (2.49)).

Let us now turn to the second assertion. Fix R > 0 large enough such that
7(Y) < —a whenever Y| > R. Set

— Bz
Qp = {(x’y)€R2||Y|:jHiBﬂl<R}'

Let us prove that n is uniformly bounded on Qp. In view of Assumption [2.1]
there exists M > 0 such that for all (z,y) € Qgr41, there holds

r(y — Bx) — / K(t,x,y,y')n(t,x,y/)dy" <7l (@r) + k4 Now = M.
R

As a consequence, n is the solution of a linear parabolic problem with bounded
coefficients on Qg1 (the nonlocal term being treated as a function of (¢, z,y)),
which allows us to apply the parabolic Harnack inequality (see [117] for ins-
tance). Fix any 7 > 0. There exists Cy = Cg(7, R) > 0 such that for all ¢ > 0
andz € R:

max n(t,z,y) < C min  n(t+71,2,9),
(z,9y)€BR(T) ( y) " (z,y)€BR(Z) ( y)

where Br(T) C Qr+1 denotes the closed ball of radius R of center (Z, BZ). This
yields
CHNOO

2R

CH/ _ CH .
max n(t,z,y) < — [ n(t+7,7,y)dy= =—N(t+7,7) <
By B0 Y) < 5 [ Yy = 5N )

Seeing that C'y does not depend on Z, the population n(t,z,y) is uniformly

bounded by €28 on R} x Qp.

To conclude, define, for any a > 0,

o(t,m,y) = Ce (W= Brl=RVITER) 4 e=oty (¢ 2)p(t,y),

where C, k are positive constants, and u, p solve (2.42) and (2.43]) respectively.
Let us check that n(t,z,y) < ¢(t,z,y) on Ry x R% The inequality holds for
t =0by l) If we choose any C' > e there holds n(t, z,y) < o(t,z,y) on

) 2R
R4 xQg. Next, on the remaining region (0, +00) x Q%, we have r(y— Bz) < —q,
thus ¢ satisfies

019 — Ogzp — Oyyp — r(y — Bx)p
= (—H2(1 +B?) —r(y — Ba:)) Ce—rly=Bz|-RVI+B?)
+ (—a+ [Juol|oe — u(t, ) —r(y — Bx))e™“ult, 2)p(t, y),
> (a — k(1 4+ B2)) Ce'{R‘/Wefﬁly‘,

which is nonnegative if we fix any x < Since n > 0, it is a subsolu-

(07
1+B2"
tion of the same operator. The maximum principle allows us to conclude that
n(t,z,y) < @(t,z,y) on (0,+00) x Q%. We deduce (2.50) by setting C" =
CerfVi+B?, O
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Chapitre 3

Populations facing a
nonlinear environmental
gradient : steady states and
pulsating fronts

Abstract

We consider a population structured by a space variable and a phenotypical trait,
submitted to dispersion, mutations, growth and nonlocal competition. This population
is facing an environmental gradient : to survive at location x, an individual must have
a trait close to some optimal trait yop:(x). Our main focus is to understand the effect
of a nonlinear environmental gradient.

We thus consider a nonlocal parabolic equation for the distribution of the popu-
lation, with yop:(z) = €6(z), 0 < |e] <« 1. We construct steady states solutions and,
when 0 is periodic, pulsating fronts. This requires the combination of rigorous per-
turbation techniques based on a careful application of the implicit function theorem
in rather intricate function spaces. To deal with the phenotypic trait variable y we
take advantage of a Hilbert basis of L?(R) made of eigenfunctions of an underlying
Schrédinger operator, whereas to deal with the space variable z we use the Fourier
series expansions.

Our mathematical analysis reveals, in particular, how both the steady states solu-
tions and the fronts (speed and profile) are distorted by the nonlinear environmental
gradient, which are important biological insights.

Key Words : structured population, nonlocal reaction-diffusion equation, steady states,
pulsating fronts, perturbation techniques.

3.1 Introduction

This paper is concerned with the nonlocal parabolic equation
Optt = Ozt + Oyyu + u (1 — A% (y — y(,pt(x))Q — / u(t,z,y) dy') , (3.1)
R

99
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where t > 0,2,y € R and
Yopt(x) :==€b(x), 6 € Cp(R), (3.2)

which serves as a model in evolutionary biology. Here u = u(t, x, y) denotes the
distribution of a population which, at each time ¢ > 0, is structured by a space
variable x € R, and a phenotypic trait y € R. This population is submitted to
spatial dispersion, mutations, growth and competition. The spatial dispersion
and the mutations are modeled by diffusion operators, namely 0;,u and Oy, u.
The intrinsic per capita growth rate of the population depends on both the
location x and the phenotypic trait y. It is modeled by the confining term
1— A% (y - yopt(m))2, where A > 0 is a constant that measures the strength
of the selection. This corresponds to a population living in an environmental
gradient : to survive at location x, an individual must have a trait close to the
optimal trait y,,(r) = €0(x). Finally, we consider a logistic regulation of the
population distribution that is local in the spatial variable x and nonlocal in
the phenotypic trait y. In other words, we consider that there exists, at each
location, an intra-specific competition which takes place with all individuals
whatever their trait.

The main input of this work is to analyze the case of a nonlinear environ-
mental gradient. To do so, we consider that the optimal trait is described by
with 0 < |e] < 1, which corresponds to a nonlinear perturbation of the
linear case ¢ = 0. First, under some natural assumptions, we construct steady
states solutions, shedding light on how Gaussian solutions (corresponding to
e = 0) are distorted by the nonlinear perturbation. Next, we consider the case
of a periodic perturbation, § € C(R/LZ) for some L > 0, for which we construct
pulsating fronts with a semi infinite interval of admissible speeds.

In ecology, an environmental gradient refers to a gradual change in various
factors in space that determine the favoured phenotypic traits. Environmental
gradients can be related to factors such as altitude, temperature, and other
environment characteristics. It is now well documented that invasive species need
to evolve during their range expansion to adapt to local conditions [74], [103].
Such issues are highly relevant in the context of the global warming [69], [72],
or of the evolution of resistance of bacteria to antibiotics [100], [21]. Theoretical
models therefore need to incorporate evolutionary factors [90], [104], [100]. In
this context, let us mention the so-called “cane toad equation” which has led
to rich mathematical results [22], [37], |36], [39]. On the other hand, equations
having the form of were developed in [122], [126], [125], [114].

Before discussing propagation phenomena in , let us briefly recall that
traveling fronts are particular solutions that consist of a constant profile connec-
ting zero to “a non-trivial state” and shifting at a constant speed. This goes back
to the seminal works 79|, [108] on the Fisher-KPP equation

ou=Au+u(l—u), t>0zcRY,

and, among so many others, [16[17], [77]. The construction of such solutions is
much harder when the equation does not enjoy the comparison principle. One
then usually needs to use topological degree arguments and the identification of
the “non-trivial state” is typically missing, see e.g. |31], [4], [97] on the nonlocal
Fisher-KPP equation.
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As far as the mathematical analysis of is concerned, one has to deal with
the fine interplay between the space variable x and the phenotypic trait ¥, the
fact that the phenotypic space is unbounded, and the nonlocal competition term.
Because of the latter, equation does not enjoy the comparison principle
and its analysis is quite involved since many techniques based on the comparison
principle — such as some monotone iterative schemes or the sliding method —
are unlikely to be used.

Despite of that, the linear environmental gradient case, namely

Yopt () = Bz,  for some B € R, (3.3)

is now rather well understood. In this case, depending on the sign of an under-
lying principal eigenvalue [6], either the population gets extinct, or it is able
to adapt progressively to uncrowded zones and invade the environment. When
propagation occurs, known results are the following. First, the B = 0 case allows
a separation of variables trick, from which a rather exhaustive analysis can be
performed [29]. Roughly speaking, traveling fronts can be written in the form
To(y)U(x — ct), where T'g(y) is an underlying ground state or principal eigen-
function and U(z := x — ct) a Fisher-KPP traveling wave with speed ¢. This
fact will be precised and exploited later in the present work. On the other hand,
when B # 0, variables cannot be separated and careful estimates of the nonlo-
cal competition term are required. Thanks to rather sharp a priori estimates,
Harnack and Bernstein type refined inequalities, traveling fronts are constructed
in [6] and the determinacy of the spreading speed in the associated Cauchy pro-
blem is obtained in [2]|. Very recently, accelerating invasions induced by initial
heavy tails of the population distribution — see |95] and [83] for related results
in absence of evolution— have been analysed in [123].
Last, let us mention that the case of a moving optimum

Yopt (t, ) = B(x — ¢st), for some B € R,¢s >0,

is also analyzed in [2]. This case serves as a model to study, e.g., the effect
of global warming on the survival and propagation of a species : the favorable
areas are shifted by the climate change at a given speed ¢s > 0. The outcome is
that there is an identified critical climate speed ¢} > 0 such that ¢ > ¢} implies
extinction, whereas cs < ¢} implies survival and invasion.

Nevertheless, the case of nonlinear environmental gradients is of great impor-
tance for applications, for instance in the context of development of resistance
of pathogens to antibiotics. In this respect, let us mention the experimental set
up of [21] where, thanks to mutation, E. Coli bacteria are able to cross a four
feet long petri dish on which the antibiotic concentration sharply increasesﬂ

As far as we know no significant mathematical results exist for model
when the environmental gradient y,,¢(x) is nonlinear. The reasons are, at least,
threefold. First of all, it is much harder, if possible, to relate the issue to a
underlying eigenvalue problem. Second, it is expected that the population may
survive while being blocked in a restricted zone (so that invasion does not occur).
Last, if invasion occurs, tracking the propagation of the solution is far from
obvious since, among others, geometrical effects (via curvature) may appear
along the optimal curve y = yop ().

1. see the striking movie at https ://www.youtube.com/watch ?v=yybsSqcBTmE
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Thus, in order to understand the situation where the optimal trait no longer
depends linearly on space, our strategy is to consider the case (3.2)) with 0 <
le] < 1, which we see as a nonlinear perturbation of the case ith B=0
studied in [29).

Our first goal is to construct steady states, which we denote n = n¢(x,y), to
. To do so, we will rely on rigorous perturbation techniques based on the
implicit function theorem. We will also take advantage of the orthonormal basis
of L?(R) consisting of eigenfunctions of the underlying operator

d? 2,2
*dfygf(lfAy)

This requires to work in rather intricate function spaces. Besides this rigorous
theoretical construction, asymptotic expansions combined with numerical ex-
plorations enable to capture the distortion of the steady state by the nonlinear
perturbation of the environmental gradient.

Our second goal is to analyze the propagation phenomena arising from model
(3.1). To do so, for # being L-periodic, we construct pulsating fronts. These
particular solutions were first introduced by [131] in a biological context, and
by Xin [143H145] in the framework of flame propagation, as natural extensions,
in the periodic framework, of the aforementioned traveling fronts. By definition,
a pulsating front is a speed ¢. € R and a profile @°(z, z, y), that is L-periodic in
the = variable, such that

ut(t, z,y) = a° (z — cet, @, y)

solves equation and such that, as z — +oo, 4°(z,x,y) connects zero to a
“non-trivial periodic state”, a natural candidate being the steady state n°(z,y)
constructed previously. Equivalently, a pulsating front is a solution connecting
zero to a “non-trivial periodic state”, and that satisfies the constraint

L
u’ <t+ ,amy) =u(t,x — L,y), V(t,z,y) € R3.
¢

€

As far as monostable pulsating fronts are concerned, we refer among others to
the seminal works of Weinberger [141|, Berestycki and Hamel [24]. Let us also
mention [101], [27], [93], [96] for related results. In contrast with these results
and as mentioned above, model does not enjoy the comparison principle.
In such a situation, construction of pulsating fronts in a Fisher-KPP situation
was recently achieved in [9] (see [59], [98] for an ignition type nonlinearity and a
different setting). Another inherent difficulty of the present situation is to deal
with both variables x (space) and y (phenotypic trait). To do so, we will first use
the orthonormal basis of L?(R) mentioned above to deal with y and then use the
Fourier series expansions to deal with z. Again, this is combined with a careful
use of rigorous perturbation techniques based on the implicit function theorem.
As far as we know, such perturbation arguments to construct pulsating fronts
are rather used in the ignition [19] or bistable cases [70]. Besides this rigorous
theoretical construction, our analysis reveals how the speed and profile of the
fronts are modified by the nonlinear perturbation of the environmental gradient,
which are very relevant for biological applications.
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3.2 Main results

Letting
r(y) :=1—A%?% A>0, (3.4)

equation (3.1]) is recast
Oyt = Opgu + Oyyu +u (r (y —eb(z)) — / u(t,z,y) dy’> . (3.5)
R

Remark 3.1 (Quadratic choice). If r : R — R is continuous and confining, that is
d2
dy?
C2°(R), and has discrete spectrum. There exists an orthonormal basis {T'y }ren
of L?(R) consisting of eigenfunctions, namely

limy| 00 7(y) = —00, then the operator — 7 —r(y) is essentially self-adjoint on

=Ty —r(y)x = MLk Tkllze =1,

with corresponding eigenvalues A\g < A1 < Ay < -+- < A\ — +o00 of finite
multiplicity. Assuming that the confinement is, say, polynomial we may handle
such per capita growth rate r as in [11]. For the clarity of the exposition (in
particular some relations between the eigenfunctions are helpful, see subsection
we have nonetheless decided to consider the quadratic case which,
anyway, reveals all the possible features of the model.

In the sequel, we denote by (Mg, o(y)) the principal eigenelements of —% -
r(y), namely
—Ty— (1= A%*))Tg =Xl inR,
To>0 in R,
ITol[r2 =1,

that is .
AT o
)\O:A—l, Fo(y): — e 2°Y

71'

We first state that, as soon as A\g > 0 and |¢| < 1, extinction of the popu-
lation occurs for rather general initial data, including in particular the case of
continuous compactly supported ones.

Proposition 3.2 (Extinction). Assume Ag > 0. Let us fit 0 < pg < Ao and
o+ 1<a<+1. Let 8 € Cyp(R). Then there is g > 0 such that, for any
le] < o, the following holds : any global nonnegative solution u = u®(t,z,y) of
, starting from a initial data uy = up(x,y) such that

M = M(up) := sup uo(a:,y)e%‘”’2 < 400, (3.6)
(z,y)ER?

goes extinct exponentially fast as t — +o00. More precisely, we have
0<u(t,z,y) < Me_“ote_%“yz, forallt >0,z € Ry € R.

When )y > 0, extinction in the linear case € = 0 is easily proved thanks to
the comparison principle since the nonlocal term is “harmless” when searching
an estimate from above. Hence, when \g > 0, the proof of Proposition [3.2] follows
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from a rather direct perturbation argument. Notice that the critical case A\g = 0
is much more subtle, since more sensitive to perturbations, and left open here.

We now focus on the case A\g < 0, for which survival is expected when |e| < 1.
We thus inquire for nonnegative and nontrivial steady state n = n°(z,y) solving

Ogan + Oyyn +n (7’ (y —eb(z)) — /Rn(m, y') dy’) =0. (3.7)

Notice that, in this paper, we reserve the notations n = n°(z,y) to steady
states and u = u®(¢, z,y) to time dependent solutions. Observe first that, when
e = 0, an appropriate renormalization of the ground state I’y = I'g(y) provides
a positive solution : it is obvious that

—Xo
Tollz:

solves ([3.7]) when € = 0. Our first main result is concerned with the construction
of steady states when |¢| is small enough.

n’(y) :=nlo(y), n:= >0, (3.8)

Theorem 3.3 (Steady states). Assume Ao < 0. Let 8 € Cy(R). Let us fix
13

B>
Then there is g9 > 0 such that, for any |e| < &g,

there is a unique n° € Y such that n® solves (3.7, (3.9
where the function space Y is given by . Additionally, we have
n=n"+en'+o(e) inY,ase—0, (3.10)
where Y is equipped with the norm , and where
n! = nl(z,y) = Alpa + 0)(@)ynoly), (3.11)

with pa the probability density given by
1
pa(z) = 5\/2146_@'2‘. (3.12)

If we assume further that 6 € C{"(R) for some m > 1, then the same conclu-
sions hold true with Y replaced by Y,, given by .

The proof relies on rigorous perturbation techniques, and involves rather
intricate function spaces, such as Y C CZ(R?), Y,, € C?T*(R?), which are
precisely defined in , .

The positivity of the constructed steady state is not provided by our proof.
Nevertheless, it can be proved a posteriori in some prototype situations for the
perturbation # = 6(x), in particular when it is periodic or localized. To state
this, we denote

CL.(R):={fe€CR):Vz eR, f(z+ L) = f(x)}, for L >0,

and

Co(R):={feCR): lim f(z)=0}.

|z|—+o00
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Theorem 3.4 (Positive steady states, the periodic case). Let the conditions of
Theorem hold and assume further that € CL (R) for some L > 0. Then,

per

the steady states n® = n°(x,y) constructed in Theorem are L-periodic with
respect to the x variable. Furthermore, up to reducing €9 > 0, there holds

Ya > 0,3C > 0,V|e| < 0, Y(x,y) € R%, 0 < n(z,y) < Ce (3.13)

Theorem 3.5 (Positive steady states, the localized case). Let the conditions of
Theorem hold and assume further that 0 € Co(R). Then, the steady states
n® = n°(r,y) constructed in Theorem satisfy n® —ng € Y, where the function

space Y is given by and equipped with the norm . In particular,
nf(z,y) = n°(y), as|z| = +oo, uniformly w.r.t. y € R. (3.14)
Furthermore, up to reducing eg > 0, there holds
Ya > 0,3C > 0,V|e| < 0, V(z,y) € R?,  0< nf(z,y) < Ce~W.  (3.15)

The distortion of the positive steady state by the nonlinear (periodic or loca-
lized) perturbation § = (z) is encoded in (3.10)—(3.11)) and will be discussed
in details in subsections [3.6.1] an 3.6.21

Next, still assuming Ag < 0, we enquire on the existence of fronts for equation
(13.5). To deal with the ¢ = 0 case, let us recall the well-known fact concerning
the Fisher-KPP traveling fronts : for any

co > ¢y i=2v/—Xo >0,

there is a unique (up to translation) profile U = U(z) solving

U" + ol —\U(1—U)=0 onR,
U(—o0) =1, (3.16)
U(400) = 0.

which moreover satisfies U’ < 0. Equipped with a Fisher-KPP front (co,U), a
straightforward computation shows that, when € = 0,

u®(z = cot, y) == Uz — cot)n’(y)

solves , where n? is the ground state given by . As explained above, this
corresponds to a separation of the variables z = x — cgt and y. In other words,
the profile n°(y) invades the trivial state along the z axis at the spreading speed
Co-

Our second main result is concerned with the case § € CL,,.(R), for which
we construct fronts when |e| is small enough. Because of the periodic term
ef(x) in , we look for a pulsating front of the form u®(z — c.t,z,y) with

u® = u(z,z,y) satisfying

u(z,-,y) € CL(R) V(z,y) € R?,
uf(—00,x,y) = n°(x,y) uniformly w.r.t. (z,y) € R? (3.17)
uf(+o0,z,y) =0 uniformly w.r.t. (z,y) € R?

where n° = n®(x,y) is the (periodic in z) steady state provided by Theorem
-4l That is, u® spreads at the perturbed speed c. and connects the steady state
n® to the trivial one.
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Theorem 3.6 (Pulsating fronts). Assume Ag < 0. Let us fix 8 > % and v > 3.
Assume 0 € C*°(R) N CE (R) with L > 0 and where k € N, 0 < § < 1 satisfy

per

k+6 > 'y—f—%. Let n® be the steady state solving and obtained from Theorem

54

Then there is €y > 0 such that, for any |e| < Eo, there are a speed c. > 0
and a profile u® = u®(z,x,y) € CZ(R?) such that

uf satisfies 1}
(t,z,y) — u®(x — cet,x,y) solves 1)

Additionally, we have

|ce —col +  sup
(z,2,y)€R3

(1 +y?)el! (ug(z,sc, y) — U(z)n(x, y))‘ — 0, ase — 0.

(3.18)
for some b > 0.

An inherent difficulty to the construction of pulsating fronts is that the
underlying elliptic operator, see , is degenerate. This requires to consider
a regularization, see (3.65)), via a parameter 0 < pu < 1. For a fixed such u, we
use rigorous perturbation techniques (from the e = 0 situation), that involve
very intricate function spaces, which are precisely defined in Section [3.5] To
deal with the phenotypic trait variable y we take advantage of a Hilbert basis of
L?(R) made of eigenfunctions of an underlying Schrédinger operator, whereas to
deal with the space variable x we use the Fourier series expansions. Last, thanks
to a judicious choice of function spaces, we can let the regularization parameter
1 — 0 and then catch the desired pulsating front solution for a nontrivial range
of small |e|. We refer to Remark for more technical and precise details.

Let us comment on the issue of the positivity of the constructed pulsating
front which is not provided by our proof. One might be tempted to adapt the
argument of subsection [3.4.5| which proves a posteriori the positivity of the
constructed steady state, but this would require a precise control of the tail of
the front as z — 400, which is not reachable by our construction, nor by an
adjustment of it. Nevertheless, we believe that a precise a priori argument, in
the spirit of [93], may connect the “positivity issue” with some “minimal speed
issue” denoted c}. Equipped with this, we conjecture that, up to reducing g > 0,
one may prove a posteriori the positivity of the constructed pulsating front as
soon as c¢gp > ¢ = 24/—Ap. In other words, the positivity should not be lost,
at least when we perturb from a super-critical traveling front. This is a very
delicate issue, that would require lengthy arguments, and left here as an open
question.

Our analysis, see subsection [3.6.3] reveals that

ce =cop+o(e), ase—0. (3.19)

In other words, the perturbation of the speed of the front by the periodic nonli-
nearity 6 = 6(x) vanishes at the first order with respect to £, which is a relevant
biological information. Notice, however, that this could be guessed from the fact
that, in view of the model, the sign of ¢ is expected to be irrelevant for the speed
issue. On the other hand, the distortion of the profile of the front is less predic-
table, but our mathematical analysis provides some clues. We refer to Example

[3.32 in subsection B3.6.3]
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The organization of the paper is as follows. In Section [3.3] we prove the
extinction result, namely Proposition [3.2] and present some useful tools for the
following, in particular some spectral properties. The steady states are construc-
ted in Section [3.4] through the proofs of Theorem [3.3] Theorem [3.4 and Theorem
Bl In Section [3:5] we construct pulsating fronts by proving Theorem [3.6] Last,
in Section [3.6] we present some biological insights of our results, together with
some numerical explorations.

3.3 Preliminaries

3.3.1 Extinction result

We here consider the case g > 0 for which we prove extinction, as stated in
Proposition [3.2}

Proof of Proposition[3.3 For M > 0 given by (3.6]), we consider
é(t,y) == MeHote= 30’
which satisfies

0t — Oz — Oyyd — r(y — €6(x))@
= [(A% = a®)y® — 2eA%0(2)y + 2 A%0° (z) + a — 1 — po] .

The discriminant of the quadratic polynomial in y is 4A42a%62(z)e? — 4(A? —
a?)(a—1— pg), which is uniformly (with respect to z € R) negative for |e| < &g
for £g > 0 sufficiently small (recall that 6 is bounded). As a result

0t — Opad — Oyyd — 1(y — €0(x))p > 0 > Opu — Ozt — Oyyu — 1(y — €0(x))u.

Since we know from (3.6) that ¢(0,y) > wuo(x,y), we deduce from the comparison
principle that u(t, x,y) < ¢(t,y), which concludes the proof. O

3.3.2 Implicit Function Theorem

We recall the Implicit Function Theorem, see [146, Theorem 4.B| for instance.

Theorem 3.7 (Implicit Function Theorem). Let X,Y, Z be Banach spaces over
K =R or K = C with their respective norms ||.||x, ||-||y and ||.||z. Let U be a
open neighborhood of (0,0) in X x Y. Let F': U — Z be a map. Suppose that

(i) F(0,0) =0, and F is continuous at (0,0),

1) D, F exists as a partial Fréchet derivative on U, and D, F is continuous
Yy Yy
at (0,0),

(i1i) DyF(0,0): Y — Z is bijective.
Then the following are true :

— There are rg > 0 and 11 > 0 such that, for every x € X satisfying ||z||x <
ro, there is a unique y(x) € Y for which ||y(z)||ly <71 and F(z,y(x)) = 0.

— If Fis C* on U with 0 < k < oo, then x v y(x) is also C* on a
neighborhood of 0.
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3.3.3 Linear material

In this subsection we fix A > 0 and consider the operator Hw = —w" —

(1 — A%y?*)w, which corresponds to the harmonic oscillator. The following is
well-known.

Proposition 3.8 (Eigenelements of the harmonic oscillator). The operator
Hw = —w" — (1 — A%y*)w admits a family of eigenelements (M\;, T;)ien, where

A= —1+(2i+1)A, (3.20)

and T';(y) = C’,—HZ-(\/Zy)e_%Ayz. Here (H;);en denotes the family of Hermite
polynomials, that is the unique family of real polynomials satisfying

/ Hi(x)Hj(x)e_mzdx = 2%!\/7?(5@‘, deg Hi = ’i,
R

Ci= (?)1/4 ! (3.21)

2i4!

and

a normalization constant so that ||T';||L2 = 1.
Additionally, the family (T;);en forms a Hilbert basis of L*(R).

We now present some relations between the eigenfunctions, which will prove
useful in our proofs.

Lemma 3.9 (Some linear relations). For any integer i, there holds

_ i+ 1 _ )
T;(y) = pi T, s f;:,/Z Ti= ) =—. (3.22
Yy z(y) Pz z+1(y) +pz F’L l(y)7 pl 2A 9 pz 2A (3 )

and

T — - i+ 1A _ iA
;(y) Q;Turl(y) +gq; Fi—l(y), q;" = — %’ q = \/7
(3.23)

with the conventions p, I'_1(y) = ¢, T'-1(y) = 0.

Proof. The Hermite polynomials are known to satisfy the recursion relation
2cH;(z) = Hip1(x) + 20H;—1 ().

Multiplying this by C; and setting = v/ Ay, we get 2v/AyL;(y) = &Fi_}rl(y)‘i’

gffl I';—1(y) which, combined with |i proves l)

The Hermite polynomials are known to satisfy the relations

HZI(LL') = 27;Hi,1($)7 Q,THZ(.’E) = Hi+1($) + 22H1,1(£L')

Differentiating the expression I';(y) = C;H;(vAy)e~24%" and using the above
relations, we reach

Ti(y) = Ci (“/ZHll(\/Zy) - ;\/ZHerl(\/Zy)) o3 AY

iV AC; VAC;
=——Tlia(y)—~—
szl 2C’L+1

which, combined with (3.21]), proves (3.23). O

Liv1(y),
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We pursue with some L> and L' estimates on eigenfunctions, possibly with
some polynomial weight.

Lemma 3.10 (1> and L' estimates). There is C = C(A) > 0 such that, for
alli € N,

DS][ 2 < Cit/4, (3.24)
ITs ]| < CiM/2, (3.25)
together with
T}l < Ci¥%, ([T || poe < Ci/4, (3.26)
and
42Tl Lo < CiP4, ||y Tl pe < Ci%7%, (3.27)

Proof. The non so standard L! estimate (3.24) can be found in |11, Proposition
2.4], whereas the L estimate (3.25)) can be found in |11, Proposition 2.6]. Next,

estimate (3.26)) easily follows from the combination of (3.23)) and (3.25)), whereas
estimate (3.27)) easily follows from ([3.22)) and (3.25)). Details are omitted. [

Throughout this paper, we denote m; the “mass” of the i-th eigenfunction,
namely

m; ::/Rfi(y)dy. (3.28)

3.4 Construction of steady states
In this section, we prove Theorem [3.3] on steady states, Theorem [3.4] on the
periodic case, and Theorem [3.5] on the localized case.

We look after a steady state solution to (3.7) in the perturbative form

n(z,y) = n°(y) + h¢(z,y), where n® = n°(y), given by (3.8)), is a steady state
when € = 0. From straightforward computations, we are left to find h® satisfying

F(e,h®) =0, where
F(e,h) := hag + hyy +n° (2A2€9(x)y — A%%0%(x) — / h(x, y’)dy’)
R

+h (1 — A% (y —0(x))* + Xo — /Rh(:c, y’)dy’) .

We thus aim at applying the Implicit Function Theorem, namely Theorem [3.7]
to F': RxY — Z where the function spaces Y, Z are to be appropriately chosen.

3.4.1 Function spaces

Let us fix 8 > 12. Recall that I'; = I';(y) are the eigenfunctions defined in
subsection 3331 We set

AC >0, V|| <2, |D%*h(z,y)| < s on R?,

c
(1+y?)
Y :={ h e C*(R?) JK > 0,Vk <2,Vi €N, there holds ,

sup | [ Dih(z,y)Ti(y)dy
z€R

< (14—1‘)5%
(3.29)
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and

aC > 0, \f(x,y)|§# on R?,
Z:=1{feCR . «
(3.30)

equipped with the norms

2

|[h[ly == Z sup |(144?)*Dh(x,y)| + Z ID%||gr1—ks2,  (3.31)
laj<2 (z-¥)ER? k=0

and
Ifllz == sup |(L+9*)f(z,9)|+ [ f]ls, (3.32)

(z,y)ER?

where, for m € R, we define

[|w||m = sup {(1 +14)™ sup
i€eN T€R

quu(x,y>r»<y)dy]}. (3.33)

Remark 3.11 (Choice of the function spaces). Let us comment on the spaces
Y, Z and the two controls appearing in their definition. The crux of the proof
is to show that L := D, F(0,0), given by , is bijective from Y to Z :
for every fixed f € Z, there is a unique h € Y such that Lh = f. First,
thanks to the controls on the y-tails, i.e. the first constraint in the definition
of Y and Z, h(z,-), f(z,-) € L?(R) for all z € R. This allows to decompose h
and f along the eigenfunction basis (I';);cn, leading to (3.41). From there we
obtain an expression of h; = h;(z) given by (3.46)—(3.47). Next, the control
on fi(x) = [ f(x,y)Ti(y)dy, ie. the second constraint in the definition of Z,
allows to prove the bounds — for h;. This in turn allows to prove
the control on the y-tails for k. This is done by using (3.25)—(3.27) and by
taking 5 > %3.

In what follows, it is useful to keep in mind the straightforward estimates

hly

Vh € Y,V|a| < 2,Y(z,y) € R?, |D*h(zx, <7‘| , 3.34

la| <2,V(z,y) |Dh(z,y)| < 0+ 42)° (3.34)
VfeZV(xy) eR? |f(z,y)| < HH;Q, (3.35)

and
VhEY,Vr € R, VMawﬂ<mm/u+w*@:QMw (3.36)
R R

Lemma 3.12 (Y and Z are Banach). The spaces Y given by (3.29), and Z
given by , are Banach spaces when equipped with their respective morm

[|.lly given by . and ||.]|z given by (3.39).

Proof. For the sake of completeness, let us give a short proof that Y is Banach,
the proof for Z being similar. Let (hy,)nen be a Cauchy sequence in Y. Since the
injection Y — C?(R?) is continuous and C?(R?) is Banach, there is h € CZ(R?)
such that i, — h in the norm [|.[|cz2(gz)-
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Let us prove that h € Y. Set

Cy = Z sup |(144*)*D%hy(z,y)] .
jaf <2 (#4)€R?

Since (k) is Cauchy, the sequence (C,)nen is bounded by some C' > 0. Then,

for all |a| < 2 and (2,y) € R?, there holds [D%hy (2,y)| < (73527, and n — +o0
yields
C
Dh(z,y)| € ————.
|D*h(z, y)| < 470

Similarly, the sequence

Ky = Z HDl;hnHBJrlfk/Z
k<2

is bounded by some K > 0. Then, for all 0 < k < 2, there holds

K

Vi € N,Vz € R, W‘

/ D’;hm,y)n(y)dy‘ <
R

Given that |D¥h,,(z,y)| < ﬁ, the dominated convergence theorem allows

to let n — +o00 and obtain that the above estimate also holds for h. We conclude
that h € Y.
Now, very classical arguments (that we omit) yield that h,, > hinY. O

We conclude this subsection with a preliminary result, which in particular
states that each “h-term” appearing in F(e, h) has its Z-norm controlled by
the Y-norm of h. For better readability we denote yh and y?h the functions
(x,9) = yh(z,y) and (x,y) — y>h(x,y) respectively.

Lemma 3.13 (Controlling in Z the terms of F(e,h)). There is C = C(A) >0
such that, for allh €Y,

max (|[hllz, [[yhll 2z, [y* |z, [[heel| 2 [|Pyy |l 2) < CllR]ly- (3.37)

Also, if f = f(z,y) € Z and b =b(z) € Cp(R), then
ofllz < [Ibllz[lfl]2- (3.38)
Proof. The proof of assertion (3.38)) is obvious. As for (3.37)), the estimates for h
and hg, follow directly from the definitions of Y, Z and their respective norms.
In the sequel, C denotes a positive constant that may change from line to line,

but that always depends only on A.
Let us prove ||hyy||z < C||h|]y. Since

‘(1 +92)hyy(xvy)| < ’(1 +3/2)2hyy(xay)| <Ay,

it remains to consider the second term appearing in the right hand side of (3.32)),
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that is ||hyy||s. Integrating by parts and using (3.23)) we have

‘/hyyxy dy’ ’/hxyf”()dy'

/ hri+2dy’ + (¢ g1 + 47 41)
R

/ hrizdy‘
R

(I1+14)(2+41)
<O

from the expressions of ¢~ and the fact that h € Y so that ||h||s11 < ||h||y. As
a result ||hyyl|g < C||h|ly and we are done.

As for the cases of yh and y2h, it suffices to use instead of and
very similar arguments. O

+ +
<4 4

hl“idy’
R

+4q; 4,4

[1Ally,

3.4.2 Checking assumptions of Theorem
Equipped with the function spaces Y and Z, we thus consider

F(e,h) == hyy + hyy +n° <2A259(:1c)y — A%%0%(z) — /Rh(x, y’)dy’)

h (1 — A% (y — 0(x))* + o — /Rh(x,y’)dy') : (3.39)

Clearly F'(0,0) = 0. We prove below that the assumptions of Theorem hold
true.

Checking assumptions|(i)| and m of Theorem |3.7. We first check that F' is well
defined. Recalling that n°(y) = nlo(y) and since (I';);ey is orthonormal in
L?(R), it is clear that the conditions in are satisfied, so that n® € Z.
Similarly and in view of , yn® € Z. Next, for fixed ¢ € R and h € Y, the
function b(z) := — A% 202 fR x,y)dy' is contmuous and bounded thanks
to , and therefore bn € Z from Lemma In the same way, setting
b(z) := 2A%c6(x), we obtain byn® € Z. Finally, the other terms in F(e, h) also
belong to Z, again by virtue of Lemma [3.13

We now compute Dp,F(0,0) the Fréchet derivative of F' along the second
variable at point (0,0). We have F'(0,h) = Lh + R(h), where

Lh = hgy + hyy + h (1 — A% + Xg) — no/ hz,y')dy', (3.40)
R
and R(h) = —h [; h(z,y')dy’. From Lemma and (3.36)), the remainder R(h)
satisfies
1ROz < Whlz | [ ey < clml-
LOC

On the other hand, L: Y — Z is a linear continuous operator, which is rea-
dily seen by using Lemma and (3.36). Since F(0,0) = 0, we then have
DpF(0,0) =1L

Using similar arguments, one shows that Dy F' is well-defined on a neighbo-
rhood of (0,0), as well as the continuity of F' and D F at (0,0). O
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Now, the main part is to prove the bijectivity of D, F(0,0)=L:Y — Z.

Checking assumption |(iii)| of Theorem . We proceed by analysis and synthe-
sis. Let f € Z be given, and assume there exists h € Y such that Lh = f. Thanks
to and (3.35) - f(z,) and h(z,-) are in L?(R) for any = € R. Since the fa-
mlly of eigenfunctions (I‘z)zeN of Proposmlonn 3.8| forms a Hilbert basis of L?(R),
we can write

+0o too
= Z hi(@)Li(y),  f(z,y) = Zfi(x)ri(y)v (3.41)
=0 =0

where, for any i € N,

/hxy y)dy,  fi( /fxy

Notice that, for any « € R, the equalities in (3.41]) correspond, a priori, to a
convergence of the series in the Hilbert space L?(R) norm. However, since h € Y’
and f € Z, there holds

h
il < e |U|)YB+1, (3.42)
and
|1 fill s (HJ:FHZ) (3.43)

Consequently, since 8 > % > % and |i holds, the convergences in 1 are
also valid pointwise in R2. Similarly, thanks to (3.24)), the equality

+oo
/Rh(a:,y)dyzghi(x)/ﬂkri(y)dy

holds pointwise in R. Also, thanks to (3.34) and ([3.35)), we obtain that h; €
CZ(R) and f; € Cp(R), with

e (x) = / ho(e,y)Ta(y)dy, B (x) = / o (2, 9)Ts () dy.
Now, we project equality f = Lh on each I'; so that, for all x € R,
fila) = / has (2, 9)Ta(y)dy + / (2, 9) T () dy
+ [0= 207+ 20Ty - ( / h(x,y’>dy') R
= h}(x / h(z,y) [T (y) + (1 — A%y? 4 Mo)Ti(y)] dy

—7751-0/ h(z,y")dy'
R

=R (z) — (A — Ao)h na,OZh / y)dy,
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where we have integrated by parts and used (3.8). Therefore, Lh = f is reduced
to an infinite system of linear ordinary differential equations for the h;’s, namely

B = (N = Ao)hi = fi(z), (i>1), (3.44)
and
“+00
hg + Aoho = f()(.’);‘) +7n Z mzhl(ac), (3.45)
i=1

where we recall the notation for the mass m;. Notice that, combining
with ([3.24), the series appearing in the right-hand side of converges
to a function in Cy(R).

We first deal with the case ¢ > 1, that is @D Since A\; — Ag > 0 and
fi € Cp(R), there is a unique solution h; to @ which remains in CZ(R), and
it is explicitly given by

1
hi(z) = —ps % fi h (2) = VANl (> 1), (3.46

(@) = —pox fia) where pi(2) = 5 (i>1). (3.46)
The functions h; (i > 1) now determined, we can deal with the i = 0 case. Since
Ao < 0, there is a unique solution hg to (3.45) which remains in C#(R), and it

is explicitly given by

+oo
1 —
ho(z) = —po* | fo+nY mihi | (x) where po(z) := ——==e~VM0lzl,
o(z) = —po (0 ;:1 )( ) 0(2) =5 —

(3.47)

Conversely, we need to prove that, for h; = h;(x) provided by (3.46) and
then (3.47), the function

+oo

does belong to Y and that Lh = f.
Let us first prove that h € C?(R?). In the sequel, C' denotes a positive
constant that may change from line to line, but that always depends only on A

and ||f||z. From (3.43)) and (3.20) we deduce that, for all ¢ > 1,
1l . ©

[hillLe < |lpillL2]| fill e < i — o X (1+40)F = (140 ( )
1 |I.f ]|z
hillpee <ot ll fill e < < 3.50
L < Nilar il € e * 1 < g (350)
and thus, from equation (3.44]),
C
|2 oo < (I fillzoe 4 (A = Xo)[[hil L < axp (3.51)

Therefore, with (3.25)), the series in (3.48]) is normally convergent, and the equa-
lity is valid pointwise. Now, since 8 > 13 > 2 combining (3.49)—(3.51) and
(3-25)—(3.26)), we obtain that h € C?(R?), with the pointwise expressions
+oo
dPh;
P 1a — i
DwDyh<x7y) - —~ dx?
1=

diT;
dyd

(@)—(y), (P+q=2). (3.52)
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Also, recalling definition ([3.33]), we infer from (3.49)—(3.51) that

2
> IDER|pr1-1/2 < +00.
k=0

In view of (3.31)), we now need to prove that (z,y) — (14 y?)2D*h(z,y) is
bounded for any multi-index |a| < 2. Using (3.49)) and (3.26]), we find that, for
all (z,y) € R?,

(1 +y2)? Zlh ) x| (1+2y% +y*)Ti(y)|

i9/4

since 8 > 1 Analogously, comblmng with ( , we can

deal with D“h for any other multi-index |« < 2 For 1nstance notlce the so-
called “worst case” :

, .
|1+ y*)hes(z,y)| C’Z A1)? —+00,

since 5 > 13/4.
Eventually, we proved that ||h|ly < +o0, therefore h € Y and the proof of
Lh = f is clear. O

3.4.3 Completion of the proof of Theorem

Proof of Theorem[3.3 From the above two subsections, we can apply Theorem
to the function F' around the point (0,0). Hence there are ¢ > 0 and r; > 0
such that, for any |e| < €, the following holds : there is a unique h® € Y for
which ||h||y < r; and F(e, h¥) = 0. Recalling n°(x,y) = n°(y) + h(x,y), this
transfers into .

Let us now prove nce F is of the class C! (the case of the variable h

was treated in subsection and the case of the € variable is clear) we deduce
from Theorem F(e,h®) = 0 and the chain rule that

. . (dhf
D.F(e,h") + DuF(e,h) (2= ) =0,

which we evaluate at € = 0 to get

dh®

):0.
€ e=0

From the expression of F' = F(e, h) we compute D.F(0,0) = 2420(x)yn°(y), so
that, since n°(y) = nlo(y),

D.F(0,0) + L (

dh®
de |._g

= —2A2L7" (0(2)yn’(y)) = —2A4%nL~ " (0(x)yTo(y)) -
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From 1] we know yIy(y) = \/%Fl(y) so that

dh®
| = V2A LT (00T ().
€ le=o
Now, we compute L1 (8(x)I';(y)) via (3.46) and (3.47) and reach (recall that
f]R I'i(y)dy =0)
dh® 3/2
e = V2432 gmy (po * (p1 % 0)) ()To(y) — (p1 % 0)(2)T1 (y)]
e=0

— 2432 {y\/ﬂ(pl * 9)(36)} no(y)
= 24%(py % 0)(x) yno(y),

which can be recast .

It remains to consider the case when we assume further that § € CJ*(R)
for some m > 1 which, in particular, improves the regularity of the solution
n® = n°(x,y). In this case one can actually redo the proofs above by replacing

the spaces Y, Z in (3.29) and (3.30) with Y,,,, Z,, given by

IC > 0,V|a] <m+ 2 there holds

|Dah(.’13 y)l < (1+y2)2 on Rga

Y,, := heOm“(RQ)
3K>0Vk<m+2 Vi € N,

sup UR D¥h(z,y)T; dy| <

K
(144)B+(m+2—k)/2

(3.53)
and
aC > 0,Vja| <m, |D*f(z,y)] < 1fy2 on R?,
Zm = { f € C™(R?) 3K>0Vk<mVi€N ;
SUPUR D} f(z,y)T; dy| < m
equipped with their respective norms
m+2
Bl = S0 sup [+ 522D )] + 3 1Dl a2
|a| <m+2 (z,y)€R? k=0
and
1z = 3 sup |(14 9D F@,0)] + S 1DE f 54 0m s
|a|]<m Y€ k=0
where we recall definition ([3.33)). Details are omitted. O

3.4.4 Additional properties in the periodic and localized
cases

In this subsection, we start the proof of Theorem [3.:4] and Theorem [3.5]
estimates (3.13)) and (3.15) being postponed to the next subsection.
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Proof of the periodicity of the steady states in Theorem[3. In addition to the
conditions of Theorem let us assume 6§ € CpLeT (R) for some L > 0. Let us
recall that, from subsection for any |e| < &g, there is a unique h® € Y for
which ||h%||y <71 and F(e, h®) = 0. Defining

he(x,y) := h¥(x + L,y),
one readily checks that F(e, h) = 0 and ||h°||y < ;. Therefore h® = h°, that
is h¢ is L-periodic in z, and so is n(z,y) = n°(y) + h(z,y). O

Proof that n® —ng € Y where Y is defined by (3.56)), in Theorem , In addi-
tion to the conditions of Theorem let us assume 0 € Cy(R). Our proof relies
on the following technical lemma, whose proof is postponed.

Lemma 3.14 (Function G). Let 6 € Cy(R). Then there is a piecewise constant
function G > 0 such that
G(z) > max (|0(z)|,0%*(x)) , Vr € R,
G is even on R, nonincreasing on [0, +00), (3.54)
limw%+oo G(.’I]) = 0,
together with the following property : there is o > 0 such that, for all i € N,
o
141
where the p;’s are given by and .

Then, equipped with such a function G, we can redo the proof of subsections

to by replacing the spaces Y, Z in (3.29) and (3.30) with

(pi x G)(z) < G(z), VzreR, (3.55)

3C >0, Y|a| <2, there holds

[Deh(z,y)| < Tk on R,
Y :={ h € C*(R?) , (3.56)

dK >0, Vk <2,Vi e N, there holds
|f]R D];h(x7y)rl(y)dy‘ < (1+gg-£fzk/2 on R

and

c >0, |f(z,y)| < (’;i(fz) on R?,

Z = f S C(R2) KG( ) 9
3K > 0,Vi € N, |fR f(x,y)Fi(y)dy| < argr onR

equipped with the norms

2

IBlly = >~ sup |(1+¢°)°G(z) ' D*h(z,y)[+ >

2
loj<2 (#:9)ER k=0

E

DFR
G x

i

B+1-k/2
(3.57)

and )
Il = s [(+2)60) " el + ] 5] |
B

(z,y)ER?
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where we recall definition 7 and 8 > %.

Let us make some comments on how the proof is modified. One can readily
check that Y, Z are Banach, as in subsection Also, since G > max(||, 6?),
themap F: Y — Z in is well-defined, and its continuity, differentiability
are still valid, with D, F'(0,0) = L given by . To conclude, we need to
prove that, for a fixed f € Z, there exists a unique h € Y such that Lh = f.
Following the same procedure as in subsection [3.4.2] we obtain that the h;’s are
necessarily given by and (3.47). We claim (see below) that h defined b
does belong to Y. Then we conclude the proof by applying Theorem (3.7
in the same way as in subsection [3.4.3]

Let us show that h defined by belongs to Y. Notice that since f € Z
and holds, we obtain, for all i > 1,

1f1lz
(1+414)8

allfllz
(1+4)p+1

G(z),  (3.58)

|hi(@)| = |pi » fi(z)] < (pixG)(z) <

and similarly, since A\; — \g = 2iA for all ¢ > 1, we have

hi(z) = VA = Xo(pi * fi) (@) = |hi(z)| < qu%
W) = O — o) (o £ (@) = [ (@) < 22Tz gy

(1+414)8

The bounds on hg, hy, h{, can then be deduced. Indeed, from (3.58)) we have

+oo
fo(z) +n Z mihi(x)

400 _
< <1+na§;(1fj;'ﬁ+l> 17115 (@),

where the series converges from and 8 > % > %. Combining this with
yields that also holds for ¢ = 0. For h{, h{j we proceed as above
and thus deduce that Zi:o |G~ DEh||g11-k/2 < +o0. It remains to prove the
upper bound on |D%*h(z,y)| for |a| < 2. As in subsection we have that
h € C*(R?) and holds. Additionally, combining Lemma and Lemma
for any p, ¢ € N such that p + ¢ < 2, there holds

+oo
(1 +y?)2DED2h(z,y)| < 3 WP (2)] x | (1 +42)° T (y)]
1=0

+o00 1

2 .1/4+q/2
<0G 2, 1+ qprirr <" v
=0

for some constant C' > 0. The series converges since 3 > 13/4. Hence h € Y. [
It remains to prove Lemma [3.14]
Proof of Lemma[3.1] Set

0o VN =X =V2iA i>1,
TV =VI—A i=0,
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and & = %min(ao, a1) > 0. Notice that & < %ai for all i € N. Define

G(x) := sup max (|9(t)\,92(t),e_%|t|) )

[t]>]x]

which clearly satisfies (3.54)). Then the function

G(0) 0<z| <1,
Gla) = { max (42, G(1)) 1< ef <2,
~ ~ ~ ~ k ~
max gc(fg’ gk(j%’ 02(3),... : G(22 ),G(2k+1)) 2k HL < || < 2WH2,

where k € N in the above, is piecewise constant, satisfies (3.54) as well as
G(x)e™™ — 400, asx — +oo, (3.59)
and
G(z/2) <2G(z), Vx>0. (3.60)

It remains to prove (3.55). Since both G and p; * G are even, it suffices to
consider z > 0. We write

a?

I(a) = s 0+ G)(a)
) z/2 z

— Y e~ = G(2)dz e @G (2)dz

26@)(/00 o+ [ @

+oo
+ / e (@~ Q(2)dz

Since G is nonincreasing on [0, +00) and satisfies (3.60]), there holds

=1 _(z)+ Iy(z) + I+ (z).

‘ o/ Gl
Q5 ) 00
I (2) < —2 1G] aizg, < Moo
(2) < 2G (z)evi® el / © = 2G(z)ed

— 00

—+oo
2 o 1
I < ;T iz, —
+(x) —_— 2 € ‘/w € z 2)

Q5 w ) Q5 I )
Io(@) = =——— | e**G(z)dz < airdy < 1.
o) = e J OO < 7 [ e <

Since G satisfies (3.59)), I(x) is uniformly bounded on [0, +00) independently of
i € N. Consequently, since a? = 2iA for i > 1, we see that (3.55)) holds for some

o> 0. O

3.4.5 Positivity and control on the y-tails in the periodic
and localized cases

In this subsection, we prove estimates (3.13]) and (3.15]), thus completing the
proof of Theorem and Theorem
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Proof of and (5.15). We assume either 6 € CL..(R) for some L > 0 (per-
iodic case), or 8 € Cp(R) (localized case). From subsection in the periodic

case, n° € Y is L-periodic in z, while in the localized case, we have n® —n° € Y
where Y is given by . Notice that, in both cases, n° —n® — 0 as ¢ — 0
(in Y or in Y respectively). As a result, by reducing gy > 0 if necessary, there
holds that, for any |e| < ey,

In*lly 2[|n°||y

In®(z,y)| < 0172 S 0107 in the periodic case,
(3.61)
e _ 0 ~G
|n®(z,y) —n’(y)| < [ (1:1_ ||2Y)2 (@) < (1Cj—(xl)27 in the localized case.
Y Y

(3.62)

Assume by contradiction that there is a sequence €, — 0 with p > 1 such
that n°» is not nonnegative on R2.

Step 1 : n°r admits a minimum. Set m,, = inf(, ,yep2 n°?(2,y) < 0, and
consider a sequence (x’;, yﬁ)keN such that nc» (a:’;, y;;) — myp as k — +oo. From
([3-61)—(3.62)), n°»(x,y) tends to zero as |y| — +oo uniformly in 2 € R. Thus
there exists Y}, > 0 such that, for all £, |y{§\ <Y,. Notice that, despite —
, Y, depends a priori on p through the value of m,. On the other hand, in
the periodic case, we may consider that x’; € [0, L] while, in the localized case,
from we have in the same way |x’;| < X,,. Therefore, assuming X, > L,
we have in both cases

(zk,y) € [-Xp, Xp] x [-Y;,Y,], VkeN.

Hence, up to a subsequence, (m’;, y&) converges to a point (2, yp) € [—Xp, Xp] X
[-Y,,Y,], where n°» is thus reaching its minimum.

Step 2 : bound on y, that is uniform w.r.t. p. From the steady state equation
(3.7) for n°» evaluated at the minimum point (x,,y,), we obtain (recall m, < 0)

1
0 = —

Ay yn® (T, Yp) + 07 (2, yp) X
mp

<1 — A%(y, — p0(zp))? — /Rnap (zp, y’)dy’) ]

IA

1- A2(yp - Spe(xp))2 - / n (xp,y')dy’
R

1 — A%yp + 24%0y, | [10]]o + A%|10]]2

IN

n {7r||n0||y in the periodic case, (3.63)

—Xo + 5|Gllos  in the localized case,

where we used — in the last inequality. The above enforces the
existence of some Y > 0 (independent of p) such that |y,| < Y.

Step 3 : bound on x, that is uniform w.r.t. p. In the periodic case, this is
obvious since we can assume x’; € [0, L]. In the localised case, thanks to 7
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we have for all z € R and |y| <Y,

G(x)

T grpin™ = lly 2n°0) - (@)

n®(z,y) > n’(y) -
This implies the existence of X > 0 independent of p such that n®r(z,y) >
%nO(Y) > 0 for any |z| > X and |y| < Y. Consequently, for k large enough, we
have |x’;| < X. Assuming X > L, we thus have in both cases |z,| < X.
Step 4 : deriving a contradiction. From what we proved the above, we can
assert that (zp,y,) € [-X,X] x [-Y,Y] for p large enough. However, let us
underline that n® > 0 on R? and, in both the periodic and the localized case,

||n® — || poo(r2) — 0, ase— 0.

As a consequence, for p large enough, there holds n°» > 0 on [-X, X| x [-Y, Y],
which contradicts m, = n°r(xp,y,) < 0.

Therefore, by reducing ep > 0 if necessary, we have that, for all |¢| < gq, the
steady state n® is nonnegative. Now, as already seen in , there is C' > 0
such that, for all z € R, fR nf(z,y)dy < C. We thus deduce from that
—Ng, — Ny, — n° [1— A%(y — e6(x))*> — C] > 0. The maximum principle then
implies

Ve| < eo,V¥(z,y) € R?,  nf(z,y) > 0.

Last, we prove the exponential control appearing in (3.13]) and (3.15). Let
a > 0 be given. Set

Q:={(z,y) eR*: 1 - A*(y — e0(x))* > —a}.

From (3.62)), there is N > 0 such that 0 < n® < N. We now define

1
n(x,y) := Ne“yoe_‘”y‘7 Yo := €0/|0]]co + 1 14+a2>0,

so that @ > n® in Q. It remains to prove that m > n® in Q°. Notice that, since
nf > 0 solves (3.7)), there holds

Enf = —ng, —nj, —n°[1— A*(y —£0(2))%] <.

Tx Yy
Meanwhile, in ¢,
En=—a’n—m[l— A%y —eb(z))?] >0.

Due to the maximum principle, we deduce that n < 7 on ¢, and thus on R2.

This concludes the proof of (3.13) and (3.15)). O

3.5 Construction of pulsating fronts

In this section, we prove Theorem [3.6] on pulsating fronts.

Let ¢g > 0 be as in Theorem and, for |e| < e, let n® = n°(z,y) be
the periodic positive steady state provided by Theorem [3.4] Let us fix a speed
co > ¢* = 24/—Xo and recall that U = U(z) denotes the Fisher-KPP front given
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by (3.16) and traveling at speed ¢g. We look after a pulsating front solution to
(3.5) in the perturbative form

uf(z,2,y) =U(2)n°(z,y) + ve(z,2,y), ¢ =co+ Se,

where we understand z = x — c.t, meaning that the front spreads at the pertur-

bed speed ¢. = ¢p + s.. Plugging this into (3.5)), using the steady state equation
(3.7) for n®(z,y) and the front equation (3.16) for U(z), we are left to find
(Se,ve) satistying F(e, sc,v:) = 0 where

F(e,8,0) := Vs + 2055 + Vgg + Vyy + (co + 8)v, + U'(2) [sns(x, y) + 2n (x, y)}
o (1 2= @) - UG [nf )y - [
R

Rv(z,%y )dy >
— U(2)n () / vz 2,y )dy/

LU - U2)n (2, y) <)\o ; / n€<z,y’>dy') . (3.64)

However, since the elliptic operator appearing in the right-hand side above is
degenerate in the (z, x) variables, we need to consider the regularization

Fh(e,s,v) = F(g,8,0) + pvgy, 0< p < 1. (3.65)

To prove Theorem the very crude strategy is as follows. We first apply the
Implicit Function Theorem, namely Theorem to FF:RxRx)Y, = Z
where the function spaces V), and Z are appropriately chosen. This will provide
a couple (S¢ 4, Ve,u) € Rx Y, for any p > 0 small enough. Then, we shall obtain
Se,ve by passing to the limit g — 0. See Remark in subsection [3.5.1] for more
details on the key ideas of the proof.

By assumption, see Theorem [3.6] there are v > 3, k > 0 and 0 < § < 1 with
k46 > v+ 1 such that 6 belongs to C**(R) N CL, (R), and so does 6. In

per
particular, the Fourier coefficients of 8 and 62 decay at least at speed |m|_(k+6)
as |m| — oo, that is

Ky

ElKg > 0, Vm € Z, max(|9m\ y ’(92)m|) S W’

(3.66)

where we denote
1 L _ 2immax 2 1 L 2 __ 2imtmax
Om = — O(x)e” "L dx, (0°)m = = 0“(x)e” "L dx.
L Jy L Jy

3.5.1 Function spaces

We first present a few notations that will be used below. For any function f =
f(z,2,y) € Cy(R?) such that f(z,2,) € L*(R) and f(z,x + L,y) = f(z,,y)
for all z, z,y, we denote

filz, ) ::Af(z,x7y)Fj(y)dy, (3.67)
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that is f; denotes the j-th coordinate of f along the basis of eigenfunctions
(T'; =T;(y))jen. We also define

L , L
) = % /O P e % /0 fa)en(@)de,  (3.68)
2

en(z) = e TN = gione, o= fﬂ, n €7, (3.69)

that is fJ'(2) denotes the n-th Fourier coefficient of x — f;(z, ).

Now, for a x € (0, —%co + %\/cg — 4/\()) to be precised later, we define

v(z,z+ L,y) = v(z,z,y) on R3,

3C >0, ¥]a| <2, [D(z,2,y)| < S5 on R,

dK >0,Vne€Z,Vj €N, Vk <2, there holds ’

k Ke "Il 14[n|*45*/2
0P < G X trantam B R

V. =1 veC*R?

(3.70)
f(z,z+L,y) = f(z,z,y) on R3,

—rlz|

3C >0, |f(zz,y)| << on R3,
Z:={ feCRY v . (3.71)
dK > 0,Vn € Z, Vj € N, there holds

Ke~ "l
7@ < mfarmys v R

We equip the space ), with the norm

|v]]y, = Z sup “(1 + y2>2Dav(z, ac,y)| ef@lzl} +|v]|8,7,1> (3.72)

|Q‘S2(szay)€R3

where

2
ollsg =3 sup [(1 L P [l
k—0 NEL
jeN

1+ pn® 44 + |n| ‘ SNOYR
T+ 577 e |

|

We equip the space Z with the norm

Iflz= swp [[0+)fGople™] +lflls  (373)
(z,2,y)ER3

Remark 3.15 (Choice of the function spaces and overview of the proof of Theo-
rem. Let us comment on the spaces V,,, £ and the two controls appearing in
their definition. As in the stationary case, i.e. Section [3-4] the crux of the proof
is to show that £ := D(,,)F*(0,0,0), given by , is bijective from R x S,
to Z, where S, C Y, is to be determined, that is for every fixed f € Z, there
is a unique s, € R and a unique v, € S, such that £#(s,,v,) = f. Using the

where

1zt

1fllsy o= sup [(1 £ )P+ [nl)7 sup
n€Z,jEN zER
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controls on the y-tails provided by the first constraint in the definition of Y,, and
Z, and then the L-periodicity in x, we decompose successively v,, and f along
the eigenfunction bases (I'j)jen and (e, )nez respectively, leading to ,
where we denoted v = v, to ease readability. Next, the control on f}, i.e. the
second constraint in the definition of Z, allows to prove the bound (3.128]).

However, the operators £,, ; ,, defined by , and (3.103) might
not be injective. Thus, in order to ensure the uniqueness, we require that (Uu)?
belongs to a subspace S, ;,, of the departure space of £, ; ,. These additional
conditions lead to v, € S, after reconstruction of v, according to (3.138]).
To show that v, € CZ(R®) and v,, satisfies the first control in ), we require
B8 > % and « > 2. This allows to apply Theorem and deduce the existence
of se ., Ve such that F*(e, sq ;e ) = 0 for any |e] < 2.

The next step is to let 1 — 0 in F¥(e, s 4, ve ) = 0. However, to do so, we
first require that €y may be fixed independently on p. This is actually true from
the crucial observation that, despite F* is unbounded with respect to u, both
(£#)~1 and FH — LH, see , are bounded (see subsection .

Last, to ensure that a subsequence of (v, ), converges as i — 0, we need to
redo the above proof by replacing ), and Z with (3.145)) and (3.146) respecti-
vely. This allows to obtain Cg’ regularity for v, ,, at the cost of the assumptions
8> % and -y > 3. Then, the L-periodicity on x and the controls on the y- and
2-tails in the definition of allow in some sense to compactify the domain
of definition of v, ,,, so that we can adapt the proof of the Arzela-Ascoli theorem
and conclude, see subsection [3.5.5]

In what follows, we will repeatedly use the following straightforward esti-
mates, that hold for any z,z,y € R :

—rlz|

. e
Yv €)Y, Vel <2, |D%v(z, 2, y)| < ||UHJ/M 1+ yg)g’

(3.74)

Vo € Y, VE < 2,9(n,j) € Zx N, |(0})(2)] < [|0]ly, x
eHI2l (14 nf* + j4/2)
L+ )P+ Inl) T+ pn +j +n])’

(3.75)
efn\z\
Vf € Z, Jz,y)| < S 3.76
f el <z (3.76)
67H|Z|
: n(2)] < .
VfeZ,Yn,j)eLxN, @<z g eas e @77
Vo €V, [ ozman| < Sl 3
R

—rlz|

Also, we claim that there exists K4 > 0, that depends only on A, such that
e
(1 +[n[)r+t”

L
%/O Av(z,x7y)dye—n(x)dx
(3.79)

for any z € R. Indeed, from (3.75]), we have (as usual the constant C' > 0 is
independent of z, x, y, j and n but may change from line to line)

Yo € Y, Vn € Z, < Kallvlly,

e_”‘z‘

(1 +)P(1+ [nf)r

v ()] < Cllvlly,
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Let us recall that g > % and v > 3. Thus we obtain

oo —
okl

|vj(z, 2)| < Z |U?(Z)| < CHUH%W~

n=-—oo
Since (3.24]) holds, we deduce
/v(zyx,y)dy :/ Zvj(z,m)rj(y) dy = ijvj(z,x),
R R \jen jEN

where we recall the notation m; := [ I';(y)dy. This in turn leads to

i/OL (/Rv(z,x,y)dy) e n(z)da

= Z mjv?(z)

JjEN

e |m;|

(14 [n[)7+! ;@; (1+5)7

< Cflvlly,

which proves the claim (3.79)) using again (3.24]).

Lemma 3.16 (y# and Z are Banach). For all 0 < p < 1, the spaces Yu given
by , and Z given by (13 71|), are Banach spaces when equipped with their

respective norm ||.||y, given by (5. 7%), and ||.]|z given by .

Proof. Let us fix 0 < p < 1. For the sake of completeness, we give a short proof
that ), is Banach, the proof for Z being similar. Let (vp,)men be a Cauchy
sequence in ,. Since the embedding Y, — CZ(R®) is continuous and CZ(R?)
is Banach, there is v € C7(R?) such that ||v, — v[[c2(rs) — 0.

Let us prove that v € J,,. The L-periodicity in x of v is obvious. Following
the same arguments as in the proof of Lemma[3.12] there exists C' > 0 such that

Cef’ilzl

D%(z,z,y)| < ——,
D0z 9)| € (s

(3.80)
for all |o| < 2 and (z,7,y) € R3. Next, similarly to the proof of Lemma
the sequence K, := Zi:o l|vm||y,8,. is bounded for all m € N by some K > 0.
Since (3.80) holds, we deduce by the dominated convergence theorem that for
any k < 2,

}J/OL (/R Df”m(zvxvy)Fj(y)dy> e_n(z)dx

Kefn\z\ y 1+ |7’L|k +jk/2
14781 +1n|)Y  14+un2+j+n|

=1

Therefore v € Y,,. From there, classical arguments (that we omit) yield that
[|Urm — | v, — 0. O

We now state some preliminary results. For better readability, we denote yv
the function (z,z,y) — yv(z,,y), and similarly for y?v.
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Lemma 3.17 (Controlling in Z the v terms of F#(e, s,v)). There exists C > 0
such that, for any p € (0,1) and v =v(z,2,y) € Yy,

max (|[v]|z, [|D:vll 2, [lyvllz, ly*vllz) < Cllvlly,, (3.81)

max || D]z < 172l (3.82)

|ex]

Also, set p >0 and assume b = b(z,2) € Cp(R?) satisfies

b(z,x+ L) =b(z,x) Vz,z € R,

3.83
|bm (2)] := ’% fOL b(z,z)e_m(z)dz| < (H—II?;W Ym € 7Z,Vz € R, (3.83)

for some Ky > 0. Then there are CP,C;) > 0 such that, for any p € (0,1) and
V= U(z,:(;,y) € yu;

(™t Co Ky + |b]| oo r2))|[0]]y,  if p=0,
1bv]| 2 < g AT (3.84)

(CoKp + [bl| Lo ®2))l 0], if p>0,

and
llbyvl|z < (CLKp + [|bl| e @2)Ivlly, — if p>1/2. (3.85)

Proof. Fix any p € (0,1). By definition of the set ), for any function w €
{D%v, yv, y*v, bv, byv}, it is clear that w is L-periodic in x and satisfies, thanks
to (3.74),

Cllvlly,e"*!
1+y2
with C = |[|b|[poc(r2) if w € {bv,byv}, and C' = 1 otherwise. Thus in or-
der to prove (3.81)) and (3.82), it is enough to control ||w||g, for each w €

{D%v, yv, y*v, bv, byv}.
If w = yv, by virtue of (3.22)), we have

lw(z,z,y)| < . Y(z,z,y) €RY,

@ =1 [ ([ verrsy) eatwa

_ ol () +puia(z) g1,
po vt (2) j=0.

From (3.75)), we thus obtain ||yv||,, < C||v]
check that the same is true for w = y2v.

Now, set o] < 2 and w = D*. If w = v or w = D,v, then from (3.75)), we
deduce [[u]]y < [[0]lg.r0 < [0l - 1w = D2, then (3:79) vields || D%, <
p o]y, since 0 < p < 1. Now, consider w = D¥v with k € {1,2}. Then by
integration by parts there holds

, for some C' > 0. One can readily

i =1 [k ([ ey e-aterie = o)t 50),

which, from (3.75) implies || Dyvl| 5, < ol|v]ly, and [|[D2v|[s,, < pto||v]]y, . As
for w = D’y“v with k < 2, the proof is similar to w = y*v by using 1' instead
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of . Therefore holds for D* € {D¥, D}, DF} with 0 < k < 2. The
proof for the cross derivatives D% € {Dmy, D,., Dyz} results from a combination
of the above arguments. Therefore we proved (3.81)—([3.82).

Next, let us consider w = bv. Since (3.83) holds with v+ p >~y >3 > 1, the
Fourier series of b(z, -) converges uniformly on R and we have pointwise

o0

bz, x) = > bn(2)em(x).

m=—0o0

This leads to

oo

Z b (2)em (x)) vi(z, x)e_p(x)dz

m(2)07T(2) =Y b (2)0](2).

m=—0o0 m=—o0

Let us first assume that p = 0. The controls (3.75) and (3.83) then yield

oo

(G0} ()] < D [bum(2)] x o] (2)]

m=—0o0

(]

oo

1 efﬁ\z\

< Kpllv x
<Kl D G —mr X T Pa T

m=—0o0

X
5

1
L+ pm? +j + |m|’

From there, one can readily check, by studying all possible cases on the signs of
n, m and n — m, that
1 1
< ;
I+ n—m)A+|m|) — 1+ |n|

vYm,n € Z.

Therefore
= 1

n K| [vlly, "]
05O T o+l 2

1+ pm? 4+ j + |m|

Y
m=—oo

oo
Klz| 1

P [[o]y, e~
(14571 +n))

2 14+ m?2’
m=—o0

which gives (3.84) for p = 0. Meanwhile, if p > 0, similar calculations yield

Kp|[v[|y, e " i 1 1
—

bu)™ < X
|( v)] (Z)| = (1 +j)5(1+|”\) 1+ |n—m‘)p 1+um2+j+ |m|

~
m=—

Ky|[v|ly, e 1 & 1
~ 1+ + In|)Y 2 (1 +|n—m])P(1+|m|)

m=—0o0
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Since p > 0, Holder inequality shows that the sum of the infinite series above is
bounded by some C, > 0 which is independent of n € Z. This gives (3.84) for
p>0.

Finally, let us prove (3.85)). With (3.22)), we obtain that, for some C4 g > 0,

by (2)] < Ky|[v]|y, e i 1 o Capvi
(1 + )1+ |n|)” (I+n—=m|)r 147+ |m|

m=—0o0

oo
Kz 1

Kylv||y,e” Cap

T (1+5)P(+ nl) 2 T —ml? " Va1 +m)E’

m=—0oo

as easily seen by studying the maximum of j € [0, +00) W Since p >
Hoélder inequality shows that the sum of the infinite series above is bounded by
some C}, > 0 which is independent of n € Z. This gives (3.85). O

To conclude this subsection, we prove that, by taking |e| possibly smaller,

we obtain some estimates on the steady state n® = n°(z,y) in the ), Z norms.
For better readability, we denote e~*I*Ih the function (z,z,y) — e **Ih(z,y)
and similarly for e *I#lh,.
Lemma 3.18 (The steady state n® when 6 € C (R) further satisfies )
Fiz > 1T and v > 2. Let the conditions of Theorem hold. Assume further
that 0 € C'pLeT( ) satisfies (3.66|). Then, there is € > 0 such that, for any
|6| S 60;

there is a unique n° € Y™ such that n° solves ,

where the function space Y* is given by . Additionally, we have ||n° —
nO|y« — 0, as € — 0, where || - ||y+ is the norm given by . Finally, there
are K, > 0 (depending only on o = 2%), K, > 0 (depending only on k) and
K4 > 0 (depending only on A) such that, for any h € Y*,

lle™™*hl|z < [|Ally-, (3.86)
It (3.87)
le=™*Inlly, < Kellhlly=,  YO<p<1,  (3.88)

(3.89)

’/ h(x,y)dy‘ < Z|hlly- Vx € R,

/ </hxydy)e_n( Vdz

Proof. In the context of this proof, for any function h = h(z,y) € Cy(R?) such
that h(x, ) € L?(R) and h(x + L,y) = h(x,y) for all (z,y) € R?, we denote

Vn € Z. (3.90)

=0 In\)W+2

L
)= [ beptidn 1= 1 [ b,

that is A} is the n-th Fourier coefficient of h;, which is the j-th coordinate of
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along the basis of eigenfunctions (I';);en. We now define
h(x + L,y) = h(z,y) on R?,
aC >0, V|a| <2, |D*(z,y)] <7 2)2 on R?,

Y*:= ¢ heC*R?
dK > 0,Vn € Z,Vj € N, there holds

n K 1

13| < e X T
(3.91)

f(x+L,y) = f(z,y) on R?

75 = { f € O(R?) 3C >0, |f(x,y)| < 1fy2 on R2, ’
- n K
1hlly-:= Y sup |(1+y*)>D(z,y)]
jal<2 (P¥)€R?

+ sup  [(L4 )P+ [n))T(L+5+n%) 7], (3.92)

n€eZ,jeEN

171

ze= swp [(L+y?) ()| + sup  [(L+5) (1 +[n) |£7]]-
(z,y)€R? n€Z,jeEN
The proof of Lemma relies on applying the Implicit Function Theorem,
namely Theorem to the function F' = F(e, h) defined by . Firstly,
adapting the proof of Lemmas [3.12| and [3.13] one can readily check that Y*, Z*
are Banach spaces, that F': R x Y* — Z* is well-defined, and that conditions
(7)l(2%)| of Theorem are satisfied, with D, F(0,0) = L given by (3.40). It
remains to prove that L : Y* — Z* is bijective. Following the same procedure
as in subsection we have that h;, f; satisfy (3.44)—(5.45). We now use
the Fourier coefficients : for n € Z, we multiply equations (3.44)—(3.45)) by
+e_,(x) and integrate over x € [0, L]. We obtain

—n202 — (\; — Xo)) B = f7, Jj=z1,
( ’ )i . (3.93)
(fn202 + )\0) hy = f&+n> ,-y mehy, j=0.

For j > 1, since 0 < Aj —Ag, we see that, for any n € Z, there is a unique A7 € C
solving the first equation in (3.93)). Since f € Z*, we have

[|f1l2-
(1+5)P(1+ [nf)7’

|fi'] <

which leads to

Z 1

7 K|S

" = X ,
il n?c2+2jA — (14581 +n|)Y  14+j+n?

for some K = K(A, L) > 0. From there, in view of (3.24) and 8 > 14—7 > %, the
right-hand side of the second equation of (3.93)) is well-defined, and bounded by
M]||fl|z+(1 4 |n|)~7 for some M > 0 independent of n. Therefore we obtain

K| ]|z~
(14 |n))7(1 +n2)’

|ho| <
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by taking K possibly larger. It remains to reconstruct h and prove that it belongs
to Y*. Since v > 2 > 1, we have for any 0 < k <2

h(k) Zh” ion)ke, (),
nez

from which we deduce

NI (oln])*
I J lloo < 1_|_jﬁz 1+|n|7+2—(1+j)ﬁ’

for some C' = C(A, L,~v) > 0. In other words, we obtain the estimates playing
the roles of (3.49)— - Then, like the rest of the proof in subsection we
prove that h € Y* since § > 147. Thus L is bijective. Finally, we apply Theorem
which leads to the existence of £ > 0 such that, for any |e| < &, there
exists a unique function h® € Y* such that F(e, h®) = 0, with ||h¢]]y+- — 0 as
e — 0. Since n° € Y*, we deduce that n(x,y) = n%(y) + h*(x,y) € Y* and n®
solves (3.7).

To conclude, —3.88 simply follow from the definitions of Z,),,, Y™,
given that (h;)} = (mo)h” Meanwhile, - is proved in the same

way as (B.78)(B79). 0
3.5.2 Checking assumptions |(¢)| and of Theorem

For the rest of this section, we assume that |¢| < £f, where ¢ is obtained
from Lemma We also recall that p € (0,1). Equipped with the above
spaces ), and Z, we thus consider

FH(e,8,0) = Uz 4 204, + (1 + p)vgy + vyy + (co + 8)v, + sU' (2)n° (2, y)
+2U' (2)n5 (2, y)

to(1- A%y~ b@))” - U(:) /R ne (@, )dy — /R oz g )y )
~ U (@) [ o)y
F UG - U y) <)\0 + [ wte y/)dy/> |

Recall that n(z,y) = n°(y) when £ = 0 and [, n%(y/)dy’ = —Xo. Consequently

F4(0,0,0) = 0.

Checking assumptions and of Theorem . Fix p € (0,1). Firstly, we
prove that F*: ), — Z is well-defined and continuous at (0,0,0). Since all
terms of F*(e, s,v) are obviously L-periodic in z, and since F#(0,0,0) = 0, it
suffices to prove that each term of F* (e, s,v) tends to zero in the norm || - ||z
as |e[ + |s| +|[v||y, — 0. Firstly, Lemma and the fact that 6 satisfies
imply

EIC>0a v/’te (Oa 1),VU€yH, ||w||Z SHilCHU”)}M j)ov

for any w € {D%v, y%v, ybv, 0?v} and |a\ < 2. Next, let us recall that v satisfies

(13-78)—(3.79), and from Lemma , ne satlsﬁes - - As a result,
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since |U(z)| < 1 the functions U(z) [, n°(z,y')dy’ and [, v(z, 2,y)dy’ are uni-
formly bounded and satisfy - with p =1 and K, = K 4. From Lemma
we thus deduce

v(z,x,y)U(Z)AnE(x,y')dy/

Y *

m
< (CiEa+ ) Inlly-llolly, —= 0,
v—0

Z

o) [veaa)dy| < (Cua+ ) lolB
R zZ

We now look at the term U(z)n®(x,y) [z v(z, 2,y )dy’. Since |U(z)| < 1, nf
satisfies (3.88)), and v satisfies (3.79)), we have

U () (z,y) / o(zs 23y = n (2, y)e™ x U(2) / o(z,a,y ey
R N—— R

€V

Thus, thanks to (3.78) and (3.84)), we have
v [ omarar
R

3, —= 0. (3.94)

satisfies (3.83)) with p=1, K;,=K

™ —K|z
< (C1ka+ ) llvlly, lIne

Yu

zZ
s
< Ko (CiEa+ ) oy, lInlly- 0.
v—0

Next, it is well-known that, since k < —%co + %\/03—74/\0,

30y >0,z €R, U(1=U)(2),|U(2)| < Cye .

Therefore, from (3.86)—(3.88)), there holds

15U (2)n (2, 9)l|z < Cu sl |le™*In* (2, y)l|z < Cu s [In

v — 0,
s—0

025 (. )|z = 107 () (0" — ), 9)l |2 < Co o ln — ]y~ — 0.

Finally, setting
be(z, @) :=U(2)(1 — U(z))e"! (/\0 + /Rns(x,y’)dy’>
—UE- U [0 (y) a0y

R

we have, since (3.89)—(3.90) holds, that ||b.||r=®r2) < Cu%|In® — n°|[y- and
satisfies (3.83)) with p = 2 and K. = K4Cy||n® —n°||y~. Therefore from (3.84)
we deduce

16 (2, 2)e™"FIn® (2, 9)|y, < (CaKs, + ||belloo) |In

ve = [Inlly- x o(1).
e—0

Therefore F* is well-defined and continuous at (0, 0).

We now compute D, ,,)F*(0,0,0), that is the Fréchet derivative of 7 along
the (s,v) variables at point (0,0,0). We have F*(0,s,v) = L¥(s,v) + R(s,v)
where R(s,v) = sv, —v [y v(z, 2,y )dy’ and

LH(5,0) = V2 + 205, + (1 + 1) Vgg + vy + covs + sU’(z)nO(y)

+v (1= A%+ AU(2)) — U(2)n"(y) /Rv(z, z,y )dy'.

(3.95)
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We readily check from and (3.94) that R(s,v) = o(|s|+|[v|]y,). The
continuity of £* is a consequence of the controls obtained above. Consequently,
D5, F"(0,0,0) = L*. It remains to prove the continuity of D, ,)F* around
(0,0,0). This results from similar arguments as above. Details are omitted. [

3.5.3 Bijectivity of L

In this subsection we prove that, if 4 > 0 is small enough, £* is bijective from
RxS, to Z, where S, is a subset of ), that will be determined later. We proceed
by analysis and synthesis. Fix f € Z, and assume there exist (s,v) € R x Y,
such that L£#(s,v) = f. Naturally, s and v depend a priori on p, but to ease the
readability we shall omit this dependence in the notations.

Decoupling in z and y

Thanks to (3.74) and (3.76), we have v(z,z,-), f(z,2,-) € L*(R) for all

z,x € R. Since the family of eigenfunctions (I';);en of Proposition forms a
Hilbert basis of L?(R), we can write

’l)(Z,QI,'7y) = ZUj(Z,(E)Fj(y), f(zm,y) = ij(’z?x)rj(y)v (396)
7=0 5=0

where we used the notation (3.67) for v; and f;. Since (v, f) € Y, x Z, all
functions vj, f; are L-periodic in z, we may compute their Fourier coefficients
inz:

’uj(z,x) = Z”;L(Z)en(l’)a fj(zax) - ijn(z)en(x)a (397)

neZ ne”z
where we used the notation (3.68)—(3.69) for v}, fI', and e,. Note that the

7o

equalities (3.96)—(3.97) correspond, a priori, to a convergence of the series in
the L2(R) and L?(0, L) norms respectively. However, since v > 3 > 1, we deduce

from (3.75) and (3.77) that equalities in (3.97) hold pointwise. Additionally,
v; € CZ(R?) and f; € Cp(R) with

|1f1=
NI < =z
||f]||L R2) > (1+])B7

and the pointwise equality

DYDivi(z,z) = Z(U;L)(p) (2)(ion)le,(z), (p+q<2),

neZ

which leads to
Cllvlly,
(1457
for some C = C(v). Next, since 8 > % > % and (3.25) holds, the series in
(3.96]) are also normally convergent, which leads to pointwise equalities in (3.96)).

Additionally, since 5 > % > %, with 1D we have the following pointwise
equality :

I1DE Divj||Loe 2y < (p+q<2),

DYDIDjv(z, x,y) = Z D?Div;(z, x)Fgr) (y), (p+qg+r<2),
JEN
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and since (3.24]) holds, we also have

where we recall the notation m; := [ T';(y)dy

Let us recall that n° is given by (3.8) and that I'} + (1 — A*y*)T; = —\;T
from Proposition Consequently, when projecting the equation L¢(s,v) = f
along I';, we obtain

(Uj)zz + 2(Uj)zz +(1+ N)(Uj)ww + co(vo)> — (>‘j = XU (2)) vj = fj, Jj=>1,
(3.98)

(v0) 22 + 2(v0)zz + (1 + 1) (v0)za + co(vo)z — Ao (1 —2U(2)) vo
= fo—nU'(2)s +nU(z Z meve.  (3.99)
Then, multlplymg and ( - by Le »(2) and integrating over x € [0, L],

we obtain

Engulv]] == (0} + (2ino + co) (v}
- ()‘j — (14 00;)AU(z) + (1 + ,u)n202) vy

"z > 1,
_ {fi( ) 7= (3.100)
fe(z) =0,
where we recall o := 2% > 0 and denote
}”Vgl(z) = f{(z) — nU'(2)88n0 + U (2 Zm[ve (3.101)
Finally, we define the operator
Loju: B2 — E° (3.102)
u = Enjiplul,
where for any k € N we set
k
B :={9€C*R,C):||gllxn < o0}, pi= 19T (e e
r=0
(3.103)

The proof for the rest of subsection [3.5.3]is organized as follows.

— In subsection [3.5.3] we construct a fundamental system of solutions of the
homogenous equations associated to (3.100f).

— Then, in subsection [3.5.3] we fix the value of  and investigate the injecti-
vity of the linear operators L, ; ,. To ensure that each £, ; , is injective,
we may redefine some of them on a smaller space S,, j,, C EZ.
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— Next, in subsection[3.5.3] for any j > 1, we construct explicitly the solution
of (3.100)), which proves the surjectivity of £, ;.. We also prove that, for
any n € Z, j > 1 and p > 0 small enough, v} satisfies (3.128)).

— Afterwards, in subsection we prove that }\6/’ satisfies a bound of the
type (3.77)). The construction of vjj then follows in the same way, except
for the case n = 0, where we shall also prove the existence and uniqueness
of s.

— Finally, in subsection we prove the existence and uniqueness of s € R
and v € S, C Y, such that £#(s,v) = f, where S, is constructed from
the spaces S, .-

Fundamental system of solutions for the homogeneous problem
We consider the homogeneous equation associated to (3.100]), that is
K"+ (2ino + co) k' — (Aj — (1 + 60)) MU (2) + (1 + p)n®0?) k= 0.  (3.104)

Although we assumed 0 < p < 1, we also need to consider solutions of
for 4 = 0. For that reason we shall assume in this subsection that 0 < p < 1
unless otherwise stated.

To construct a fundamental system of solutions of (3.104)), we first take the
limit 2 — £oo in the coefficients of , and thus consider

K"+ (2ino + co) k' — (Aj — (1+ 80j) o + (1 + p)n’c?) k =0, (3.105)

and
K"+ (2ino + co) k' — (A; + (1 + p)n*c®) k = 0. (3.106)

+
A fundamental system of solutions of (3.105|) is given by z — e%n.j.n® With

1
aijw =3 <2ino e \/4un202 + & + dinoco + 4 [(1 — boj)\j — /\0]> .
(3.107)
+
Similarly, a system for (3.106|) is given by z — ebmin® with
1 . .
bij,u =3 (—2ma —co* \/4un202 + 3 + dinocy + 4)\j> . (3.108)

Note that, for all (n,j) € Zx N and 0 < p < 1, one can straightforwardly check
that

Rea,,; , <0<Rea,; , Reb, ; , <0, (3.109)
sign (Re (b ;) = sign (A + (1 + p)n?c?), (3.110)

>0 if (n,j,c0) # (0,0,c¢*),

hk TR — (0 otherwise,

Re(a+ —a, )>O, Re(bJr —-b ){
(3.111)
with the convention sign(0) = 0 and where we recall ¢y > ¢* = 2¢/—Xg. We

have the following estimates.

2. In what follows, for any z = re’? € C with r > 0 and 0 €] — 7, 7], we denote v/z :=
\/ret?/2 In particular, Re v/z > 0 if 2 € C\R_.
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Lemma 3.19 (Estimates related to an H,bff] u)- There exist C,C > 0 such

that for any (n,j) € Zx N and 0 < pu < 1 there holds
0l 165, < T (11l +/7) (3.112)
|a,tj#—a7 Ju nju‘ > Oy pn® +j + [nl, (3.113)
|Reanw| |Rebn”| > C\/un? + j + |n| — co, (3.114)
Re (af;  —an;.), Re(bf,  —b, . ) >Cyj+|nl, (3.115)
af,, —br. |<C. (3.116)

Proof. The proofs of estimates (3.112)—(3.115)) are straightforward and omit-
ted. As for (3.116f), notice that

-2 (a_ o — b

_ +
n,j,p mj,u) - 2(a —b

n,g,p Ju)
= \/Z(n,3, 1) = W01 + 8o5) — /Z(n, . 1),

where Z(n,j,u) belongs to the half-plane H, := {z € C:Rez >0} for all

n, j, . Therefore, setting A := —4Xo(1 4 do;) € {—4Xo, —8Xo} > 0, it is en-
ough to prove that the function h: Z € H, +— /Z + A — v/Z is uniformly
bounded, which is rather clear. O]

The construction of solutions for (3.104]) follows from the following when
(n,j) # (0,0).

Lemma 3.20 (Fundamental system of (3.104) for (n, j) # (0,0)). There exists
tmaz > 0 such that the following results hold. Fix any (n,j) € Z x N with
(n,7) # (0,0) and 0 < p < fiymaz. There exists a fundamental system of solutions

(- p+) of such that

- +
P_(z)e%nin® 2 <0, Py (z)e%min® 2 <0,
p_(2) = - pi(z)=1¢"7
Q_(2)etnan® 220, Qi () 220,

3 11
with Py € CZ(R_), Q1 € CZ(R;) and an””bfju given by (3.107% m
+(2)

Also, liminf, , o |P_(z)] > 0 and liminf, ,, |Q | > 0.
Additionally, there exists Ryqz > 0 such that

sup sup sup  (||Rl]oo + [|1Rloo) < Rinazs (3.118)
(n,5)#(0,0) 0<pu<pimaz RE{P+,Q+}

where by convention the sup norm is taken over the domain of definition of R.
Neat, there exists Wy > 0 such that for all (n,j) # (0,0) and 0 < p < fimaz,
the Wronskian of (o—,p4) at z = 0 satisfies

(Wol = |[¢ ot — ¢p-] (0)] > W, (3.119)

Also, there exist Cy, No, Jo > 0 such that, if In| > Ng or j > Jy, we have for
any such n,j

1 < Cw
Wol = /T+un2+5+n|

Y €10, tmaz)- (3.120)
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Finally, there exist (1,(2 > 0 such that for all (n,j) #0 and 0 < p < fmaz,

0
/ s (2)Pdz > e~ e, (3.121)

— 00

The proof of Lemma, lengthy and technical, is postponed to Appendix
The case n = j = 0 is simpler and reads as follows.

Lemma 3.21 (Fundamental system of (3.104) for (n,j) = (0,0)). For all 0 <

u <1, a fundamental system of solutions of (3.104) when n = j = 0 is given by

(U, Y), where U solves and

Y(z) :=U'(z) /+OO ! Fe dw. (3.122)

Additionally, we have

, ot , ebs.0.07 if co > c*,
U'(2) oo €%0.0.0%, U'(z) =400 bt . . (3.123)
2€70.0,0 if cg = ¢,
B b(;,o,oz . > c*
T(2) Moo €007 T(2) i $ i eo ‘o (3.124)
S€700.0% if cg = ¢,

where A(z) i B(z) with B(z) > 0 means

AR _ [A(2)]
1

Bz IR

Proof. Estimates (3.123) are classical results for the critical (¢g = ¢*) and su-
percritical (co > ¢*) Fisher-KPP traveling waves. When n = j = 0, ((3.104)

amounts to

0 < liminf < 40
+oo

K’ + cok' — Ao (1 —2U(2)) k = 0. (3.125)

Note that u does not play any role here. First, we see that U’ solves @ since
U solves (3.16). In this case another solution (non-proportional to U’) of (3.125)
can be sought in the form of Y(z) = g(z)U’(z). Using this, some straightfor-
ward computations yield that (3.122)) is another solution. Then follows
straightforwardly from (3.122) and (3.123). O

Fixing the values x and [i,4,, redefinitions of £, ; ,
Here, we shall fix the value of x with the following Lemma.

Lemma 3.22 (Choice of k). If timaz > 0 is small enough, there exists k > 0
such that for all (n,j) € Z x N and 0 < p < fmaz, we have

’Reaij,“{ , |Reb;j,“} > 2k, (5,120
[Rebyr ;.| = 2, if Red; , <0.

Also, there exist C;, N,J > 0 such that if |n| > N or j > J, then for all
0 < p < fmaz, we have
1 1 C

< I . I < - .
[Reay ;[ —r" |Reb, ;[ —r = \/1+un?+j +n]

0 (3.127)
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Proof. Let us first prove . We define the following sets :
I::{(n,j)EZXN:)\j+n202<0}:{nj ) EZxN:Rebl o <0},
R, = (U(n,j)EZXN{‘Rea—i_, i }Rebnw”)
U Gaaper {[Reby ;01 -

for all 0 < g < flmqe. Because of (3.109) and the definition of Z, there holds
0 ¢ Ry. Note that, due to (3.114)), the sets Z and Rg N [07a5r,0,0] are finite.
Therefore we have

m :=min (R N [0, ag4]) = minRg > 0.

Now, because of (3.114)), there exist IV, J > 0 such that for all 0 < p < pmaez

RN [0,ad0,] CUnj<nj<s {|Rea); .|, |Rea, ; |, |Reb, ; |, [Reb); |}
From (3.107)—(3.108]) we easily obtain that
sup ‘Reanﬂt—Rea go‘—>0
In|<N,j<J ’
sup Rebr. —Reb®.  |——o0.
|n|§N,j§J| I naol 555
As a result, taking pi,q, small enough, we have
inf  min(R,N[0,ady,])= inf mnR, > o
0< < pirmas " 00 0 p< hrman H=2

Consequently, (3.126]) holds with x = 7 > 0.
Finally, it remains to prove (3.127). Let C' > 0 being given by Lemmam
There exist N, J > 0 such that, if |n| > N or j > J, we have for all 0 < p < pmaz

2
Viun? +j+|n| > 6(co +r)+1.
We then deduce that
1 < Cy < Cy ,
C\um?+j+nl—co—r = 1+ /un?+j+In| — /14 pun?+j+n|
for C,, =2/C > 0. This yields (3.127)) thanks to (3.114]). O

Let us recall that £, ;, and E¥ are defined by (3.102) and (3.103) respecti-
vely. We equip E? with the Hermitian inner product (g1, g2) := [; 91(2)g2(2)dz.

Lemma 3.23 (Injectivity of L, ;, after redefinitions). Let pmae > 0 small
enough so that both Lemmas[3.20 and[3.29 hold. Let (n, j) # (0,0), st € (0, fimaz)
and kK >0 given by Lemma|3.2%

If Re an u 20, then Ly, ;. is injective.

If Reb), , < 0, then we set S, = {ps}* C EZ, and we redefine
Lojp: Snju— E° as an injective operator.

Finally, we set Spo := {U’} C E? , and we redefine Loo,: Soo — EY as
an injective operator.
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Proof. Let n, j, u satisfy the above conditions. Let us recall that from Lemma
the solutions of &, ; ,[u] = 0 are exactly C_¢_ + Ci@ with Cy € C.

Note that p_ ¢ E? since |¢_(—00)| = +oo from (3.109) and (3.117).
If Reb:;j,# > 0, then from (3.117) we also have ¢ ¢ Cy(R,C), so that
¢4 ¢ E2, which implies ker £,, ; ,, is trivial.

If Re b:,j,u < 0, then from (3.117)) and (3.126)), we have ¢, € EZ2. Therefore
ker £, j . = span(p). Setting S, ;. == {¢+}T, we have that £y, ;,.: Spj —
EY is injective.

The last assertion for Lo, is proved similarly, using (3.123)—(3.124) and
(B.126). O

Solving ((3.100) when j > 1

For the rest of this section, we fix fi;mqqe, £ > 0 small enough such that Lem-
mas and are valid. From Lemma we are equipped with (p_, o)
given by (3.117)), which is a fundamental system of solutions of (3.104). Let

us mention that by construction x < aao,o = —1co + 11/c@ — 4)o, which is
consistent with our assumption at the beginning of subsection [3.5.1
In this subsection, we prove that, for each n € Z, j > 1, and 0 < g < flmaq

there exists a unique v} such that £, ; v} = fj'. Additionally, we shall prove
the existence of K > 0 independent of n, j, i, f such that for all z € R,

e—m\z\ y 1 + ‘n|k +jk/2
(A+7)P(1 4 n)y — 14 pn? 45+ |n|’

0<k <2

(3.128)
Let us recall that f satisfies (3.77), and thus f?' € ED. In what follows, we
denote a* = ai i and bt = by ;. u when there is no confusion. We shall split

the proof in two subcases, depending on the sign of Reb™.

| ® )| < K12

Indexes (n,j,u) such that j > 1 and Reb;jw > 0. For such n,j, u, we
have the injectivity of L, : EZ — E_ from Lemma so there is at most
one solution v} € E? of (3.100). To prove its existence, we construct explicitly

a solution with the variation of the constant, that is

z +oo
B =o-() [ e @@ e [ e @,

where we denote the Wronskian W (w) := [¢__p4 — ¢/ o] (w) # 0. Also, notice
that since (¢_, ¢4 ) solve (3.100), there holds

W(w) = W(O)e—(c0+2in0)w _ W(O)e(cﬁ—i-a’)w _ W(())e(b*—&-b’)w.

To prove that v} satisfies £,, j v} = fJ', it suffices to prove that v} € EZ. It is
in particular enough to prove that v satisfies (3.128).
Let us first prove that (3.128]) holds for £ = 0. For all z > 0, there holds

e = ([ B [TEB )

+oo
+ Q+(Z)€b+z ( CBI:I/((U)e_b+wan(OJ)dW) ,
z ®
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where we recall that W(0) = W, satisfies (3.119)). Combining (3.77)), (3.118])
and (3.126)), we obtain

Ry llfllz
L+5)P(1+ [n])?

0 z
eReb z </ efRea wemwdw+/ efReb wenwdw>
—o00 0
+ Feo +
+6Reb z/ 67Reb We kW ],
z

R”277/G/‘L||f||2 eleb 2 e~ Rz _ pRebd™ 2 N =Kz
=Wl (L +5)8(1 + |nl)

N

K—Rea*_‘_ —Reb= — & Rebt + &

R?nazl'f”Ze_ﬁz 1 + 1 n 1
Wl (1+4)f(1+n|)Y \k —Rea™ —Reb~—xk Rebt +x/’

Let Ny ZEEB((N(),N) and Jo = max(Jy, J), where No, Jo are given by Lemma
and N, J are given by Lemma If [n] > Ng or j > Jo, then (3.120)
and (3.127)) hold. Therefore

SCWCNRgnawaHZe_HZ 1

- X - , if |n| > Ngorj>Jp.
(1+4)5(1 + |n|)” 1+ pun2 +j+ |n| i 00tJ=-o

(3.129)
Meanwhile, if |n| < Ng and j < Jo, we have from (3.119) and (3.126) that

[0} (2)] <

3R} ool fllze™"

Tl e o In] < Noand j <Jo.  (3.130)

07 (2)] <

Note that N, Jo do not depend on p € (0, ftmaz). Therefore, if we combine

(13.129)—(3.130)), there exists K > 0 independent of n, j, u, f such that (3.128))

holds for k =0, z > 0. The proof is similar for z < 0.
Let us now prove that (3.128]) is valid for £k = 1. Note that

Y =) [ e @
+o0 1

+ ¢l (2) m@—(w)ff(w)dw

Then similar calculations and arguments yield that if [n| > Ng or j > Jo, then
for any z € R

< 3COWCLRY |l fllze”"* 1+ max ([a], |a”|, [b*], [b7])
5 5 2
thus, using (3.112)), we obtain

)

3Cw Cu(1+ OV Rl fllze™™* 140+ 7
(1+5)P(1+ |n|) 14 pm? + j + [n|’

|(v7) (2)] <
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Meanwhile, if [n| < Ng and j < Jo, then in the same fashion, for any z € R,
there holds

2 —KZ
|(U;L)’(z)| < 3Rmax||f||ze

KWo(1+7)P (1 + |n|)
3RZ,.. || fl|ze"*
~ kWo(144)P(1 + |n|)

X [1 + max (|a+|, la=], |67, |b_|)]

4
1 + \n\ﬁﬁo,jﬁmji}éﬁuﬁumam max (|an,j,/t|7 |a’ n,j, }L‘ ‘ nj,/t| |bn s /L|)> .
Likewise, taking K > 0 possibly even larger, v} satisfies (3.128) for k =
Finally, since is proved for k € {0,1}, the proof for k = 2 is a direct
consequence, with a possibly larger K > 0, since v} solves (3.100) and (]3_77[)
holds. Therefore, assuming j > 1 and Re bnj x = 0, (3.128) holds with K > 0
that does not depend on n, j, i, f.

Indexes (n J, 1) such that ;7 > 1 and Rebnju < 0. For such n,j, u, from
Lemma 3} the operator L, j .t Sp.j — EY is injective with S, ;.. = {p+}+.

We define the family
z 1
xe(2) = £+ (2) +9-(2) / W—)¢+<w>f;<w>dw

+ou) [ roe-@i @ gec

Owing to the variation of the constant, we see that x¢ solves (3.100). Using
G77), (3.118)—(3.119) and (3.126)) as we did above, one can readily check that

xe € E? for all ¢ € C. Thus there is a unique & = —% € C such that
Xeo € Sn,j’#. Therefore, the equation £y, ;,v7 = f}' admits a unique solution,
given by v}’ = xg,.

It remains to prove that v} satisfies 1) First, notice that Re b: g <0
implies, from , that (n ]) belongs to a finite set S C Z x N, indepen-
dently of i € (0 ,umaw) Fix now (n,j) € S. It can be readily checked that there

exists ), ; > 0 independent of f such that

llo+llk2 < Cnjs lxolls2 < Cujllfllz, Vi € (0, tmaa)-

We claim that there exists C;, ; > 0 independent of f such that [§o| < C}, ;[ f]|z
for all p € (0, tmaz). On the one hand, by the Cauchy-Schwarz inequality

1
x0,)] < \/ [ o) [ lorteyiaz < ~C2 lIfll=.
R R
On the other hand, we have from (3.121))
> (e~@Rea’ 5 ¢ omGM = e :
o, pi) > Gre 2 Ge ™%, M= max max Reay;, >0

Therefore we deduce that such Cj, ; exists. Thus, we have

[0} [,z < (L+C, ;) Cujll fll 2,
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for all (n,j) € S and 0 < g < pmas- Since the set S is finite, taking K >
0 possibly even larger, independently of n, j, u, f, we deduce that v} satisfies

(13.128]).
Solving ((3.100)) when j =0

From subsection we are now equipped with v’ = E;; #( [} for every

n€Z j>1land 0 < p < Umaz- Also, there exists K > 0 independent of

n, j, w, f such that those v} satisfy (3.128). Therefore, since (3.24) holds and
B>Q>§,Wehave

4

o0

S map (2
(=1

Let us recall that }\6/’ is defined by (3.101)). Since 1) holds, we deduce that

e_ﬁlzl

N~ Ime]
<Kz e X2 & ._; 17 <

—rK|z|

€

3C > 0,Yn # 0, Y € (0, frmaz) @+ [nf)r

)] < clifllz (3.131)

As a consequence, for any n # 0, we prove, in the same manner as in subsection
that v satisfies (3.128]) if K > 0 is large enough, independently of n, p, f.

The case n = j = 0 is particular since this is the only equation where s,
i.e. our perturbed speed, appears. Given that Ly, does not depend on p, we
denote it Ly ¢ from now on. Let us recall that from Lemma Loo: So0 — E2
is injective. Repeating the same arguments as above, we prove that Ly is
surjective, thus bijective. Now, we set

h(z) == Los(U"),  Soo:={U'} n{h}" c E%, (3.132)
and we define the following operator as a restriction of Lo :
20’0: :§0’0 C Eg — Eg

It is clear that 2070 is not bijective since ‘SA'O’O C Sp,0- However, we shall prove
that the linear operator

M: C x 3\070 — Eg
(s,0) U (2)s + Loov
is bijective. Assume that M(s,v) = 0. Then
207011 = Loov = —nU'(2)s,

which implies v = —nsh. Since 30’0 C {h}*, we deduce that s = 0, thus v = 0.
Therefore M is injective. Let us now prove that M is surjective. For any f € EY,

we set ( L >
Loolh L
§=—r v=Lo(f=nsU") =Lyt f —nsh.
n<h’ h> 0,0( ) 0,0
By definition of Lo, we have v € {U'}*, thus v € 3\070 by our choice of s.
Finally, Lo ov = Lo,ov = f —nsU’, so that we indeed have M(s,v) = f. Hence
M is bijective.
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To conclude, we return to for n = j = 0. Note that, with f € Z being
given, the functions (v?) ¢>1 are uniquely determined from subsection From
now on, we rewrite Lo := ﬁo’zyu since those operators do not, in fact, depend
on p. Therefore we may recast as

nU'(2)s + Eo.0.0[03] = fO(z) + U (2 ngcw 1) = @4 (2). (3.133)

From the bijectivity of M, there thus exists a unique couple (s,v) € C x 3‘0,0
solving (3.133)). We claim that

s€R, s <Kollfllz,  [00(2) < Kollfllze ™™, vzeR, (3.134)

for some Ky > 0 independent of f, . On the one hand, from —, we
see that f{ is real-valued for all £ € N. On the other hand, note that for any
¢ € N, Lo has real coefficients. By uniqueness of the solution of Lo v = f? for
all £ > 1, the functions v are also real-valued. Therefore ®¢(z) € R and does
not depend on p. Also, repeating the same arguments that we used to obtain
(3.131)), we have || @0 < Col| || z for some Cg > 0 independent of f, u. Now,
inverting M, we obtain
Jr [Ea(l)@f] (2)h(z)dz
s = . (3.135)
1 Jg 1h(2)?dz

Similarly as above, h = Lj (1)(U ") is real-valued and does not depend on u.
Therefore s € R does not depend on u, and there holds

<O‘I’”‘C_v1 ’ 3.136
o< e Ml (3.136)

Therefore, s satisfies ) for Ky large enough. One can readily check that
the same is true for ”0 = ﬁo o(®4) — nsh.

Combining the above results, we have thus proved the following.

Proposition 3.24 (Existence and uniqueness of vj ™). There exist maz,k > 0
so that for any fixred p € (0, fimaz), the following results hold : there exists a
finite set I, C Z x N, and a family of subsets (Sn j.u)(n.j)el, of E2, such that
there exist a unique s € R and, for any (n,j) € Z X N, a unique

,U'(L € Smj,u Zf (T'L,]) € Iua
€ E? otherwise,

such that holds. Additionally, there exists K > 0 independent of n, j, i, f
such that holds.

Finally, with h, @y being defined by — , the real s is given by
, satisfies , and does not depend on .

Reconstruction of v = v, so that L/(s,v,) = f

The set S,,. Let us fix 0 < ¢t < flmaz- Let us recall that e, is defined by

(3-69). We set

S, = ﬂ {(z,z,y) = V(2)en(2)T;(y) : V € S,f]#} C YV,
(n,j)el,
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the second orthogonal being taken according to the following hermitian product

on y,L :
L
{0}y, = / / / w(zs )5z, 2, y)dydad:.
RJO R

Since I, is finite, it is clear that S, is non-empty. Furthermore, S, is closed
for the topology associated to (:,-), and also for the topology of ), by virtue
of the dominated convergence theorem. Therefore S, is a Banach space when
equipped with ||-||y, defined by . Note also that F* redefined as a function
of R x R x &, to Z still satisfies conditions (i)—(ii) of Theorem [3.7, since we
only restrict the departure space.

Bijectivity of £#. Let us prove that £*: R x §,, — Z given by is
bijective. From Proposition [3.24] and (3.96))—(3.97), we already have that £ is
injective. Let us now prove that £# is surjective. Since most of the arguments
were already used in subsection [3.4.2] we only give a short proof. We are equip-

PEdl.With s and v} = v}(z) provided by Proposition Notice that (3.128)
implies

1
(L+5)P(1 + [nf)r 1=k

Y € (0, thmagz ), Vk < 2.
(3.137)

@)@ ()| < K111z

Now, we define

+oo +oo
vz, 2,y) == Z ( Z v]"(z)en(x)> L, (y). (3.138)

=0

n=—oo

Because 1'1} hold and v} satisfies (3.137) with 8 > % > % and

v > 3 > 2, the function v, is well-defined, L-periodic in = and belongs to
C?(R3) with

+o0o +oco
DEDLDvn (2 2,9) = 3 ( > <v?><”><z><ma>%n<x>> M), pratr<2
7=0

n=—oo

Similarly, using (3.27), since 3 > 12 > 1T and v > 3 > 2, and because K does
not depend on u, f, there holds

e_’ilzl

3CV>O7 VME (07Mma$)7 |Davu(2’a$7y)| SC‘|f||ZW7

(3.139)

for any |a| < 2 and (z,z,y) € R3. Thus v, € Y,. By construction v, € S, and
satisfies £#(s,v,) = f. Therefore L is bijective.

Boundedness of ||(£#)!|| w.r.t. u. From Proposition and (3.139)), we
see that

oully, < (C+K)lIfllz, Vi€ (0, tmaz),

where C, K > 0 do not depend on f. Meanwhile, s satisfies a similar estimate
in (3.136]) and does not depend on . As a consequence,

3Ce >0,V € (0, fimaz),  ||(LM) 7] < Cf. (3.140)
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3.5.4 Construction of (s.,,v.,) solving F#(e,s,v) =0

Let us fix gt € (0, thmaz), and recall that £ > 0 has been fixed by Lemma
[3:I8] From subsections [3.5.1] 3.5.2 and [3.5.3] we can apply Theorem [3.7] to the
function F* at the point (0,0,0). Hence there are 0 < g < € and r > 0 that
depend a priori on pu, such that, for any |e| < Zp, the following holds : there
is a unique s., € R and v, , € S, C Y, for which |s. .| + [[v ,]ly, < r and
Ft(e, seu,ve,n) = 0.

We shall now prove that gy, can be selected independently of u, which is
crucial for letting ¢ — 0 in the next subsection. To do so we have to redo the
proof of Theorem in a more accurate way than depicted in [146|, which
warrants to be detailed here. Set

Tou:Rx S, R xS,
(5,v) = (s,0) = (£1) 7 (F(e,5,0)).

It is clear that F* (e, s,v) = 0 if and only if (s,v) is a fixed point of 7} ,,. Now,
notice that F* (e, s,v) = L¥(s,v) + Gu(e, s,v), where

Gu(e,s,v) =sv, +v (2A25y9(x) — A%%0(z)? — U(2) /R

(0 =)o/
~o [ o a )y - UG ) [ vy + 207 Gn
R R
+5U'(2)(n* = n°) + U(2)(1 = U(2))n® /R(ng —n")(z,y')dy'.
(3.141)
Therefore T. ,,(s,v) = —(£*) "1 (G, (e, s,v)). Note that
[D(s.0)Gule, 5,0)] (7,w)

=sw, + TV, +w <2A26y9(a:) — A%%0(2)? — U(z)/

ns_no x ! /
[ (o = w0 ,y>dy)

—w/Rv(z,m,y')dy’—v/Rw(z,Ly’)dy'
—U(2)(n® — no)/Rw(Z7x,y’)dy' + 17U (2)(nf —nP).

Let us recall that 6 satisfies 1' with k+6 > v+ % In particular, 6 satisfies
(3-83) with p =k +0 —~ > 1/2 and K;, = Ky. Repeating the same arguments
as in subsection we have

l[sw:||z < Cls|||wl]y, lv:l|z < Cl7l|[vlly,,
lybw||z < (C) Ko+ 10]]s0) ]y, 10%w|| < (CoKp + 10]]o0) [[0]]y,,
HUw/(nE —n)(z,y)dy'|| < (C’lKA + g) [[n® —nO|y- wlly,,
R

zZ

)
Z

v/ w(z,z,y)dy
R

™
o [ otearay < (Crka+ ) lelly, wlly,

Z
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HU(na—nO) /R wie )y |

|[7U(n® —n%)|; < Culr|lIn® —n°|

Consequently, we have

™
< Ko (CoBa+ 5) lllly, lIn* =1y,

Y-

[D(s,0)Gu(es 5,)|| < C (lln° = nClly= + [el + lel* + |s| + [Jvlly,) ,

where, crucially, C > 0 does not depend on pu. Fix now any ¢ > 0. Since there
holds [|n® — n||y« — 0 from Lemma we may select 0 < 7 < ¢ small
e—

enough such that for all p € (0, maz), we have

min ([el, [[(s, v)llrxs,) < 7= || Doy Gule 0] < 55 (3.142)
Then, using , we have
16,(2.0.0)lz =205 + U1~ vy [ 0 =)o)
z
<2 Kol Inf =y + (C1EKa+ 2 ) Culln® = nlly-,
and thus we may select 0 < £yg < min(r, ;) small enough such that
Vi€ (0, fmas)s VIl <Z0r  1Gu(e,0,0)]]2 < ir. (3.143)

Let B, = {(s,v) € R x S, : ||(s,v)||rxs, < r} be a closed subset of the Banach
space RxS,,. Note that G, D(s )G, are continuous at (0, 0). Then from Taylor’s

theorem, (3.140)) and (3.142), we have for any || < €y < r and (s,v), (s',v') €
B,

||T5,u(5av) - TE,M(SIvU/)H]RxsM
<L) Gule, 5,0) = Gule, ', 0 ) g s,
< Cr sup ||Ds,oyGule, s +w(s’ —s),v+w@ —v))
0<w<1
< [[(s =", v =) ||rxs,,

< 5ll(s =", v = 0)lrxs,.-

DN =

Repeating this argument, along with (3.143)), yields

I se(5,0) lns, < L) THIGu(e, 5,0) = Gule,0,0)llg s,
L) 1G(2,0,0) Iy,

1 1
< 51l Dlrxs, + 57 <7

Consequently 7% ,, maps B, into itself and is contractive, thus by the fixed-point
theorem it admits a unique fixed point in B,. In conclusion, for any ¢ > 0, we
can select 0 < gyp < r < £ such that for each |¢| < & and p € (0, ftmaz), there
exists a unique (., ve ) € B, satisfying F* (e, sc ., ve,,) = 0. Since £ > 0 was
taken arbitrarily, we also have

sup (e, Ve u)llRxs, — 0. (3.144)
0<p<fimaz =0
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3.5.5 Letting the parameter ;. tend to zero

Note that so far we only used the fact that g > 17? > 177 and vy >3 > 2 at
most. Since by assumption 8 > <= and v > 3, we may redo the above proof by

replacing Y, Z in (3.70) and (3.71) with

v(z,z + L,y) = v(z,z,y) on R3,

—k|z|
N 3C > 0,V|a| <3, |D(z,z,y)| < $&5y on R3,
Y= ve 3R rt? ,
dK >0,Vn € Z,Vj € N, Vk <3, there holds

k Ke "I7| 1+|n|*+5*/2
0P < s X Trumsrsm o8 R
(3.145)

and
f(z,z+ L,y) = f(z,2,y) on R?,

.
~ 3C > 0,V]a| <1, |D¥f(z,z,y)| < < on R3,
Z={jcc'®) el 1D el < ,

dK > 0,Vn € Z, Vj € N, Vk < 1, there holds

e—m\z| .
(P @I < aisamns x L+ Inl" +%%) on R
(3.146)

equipped with the respective norms

lollp, = > Lz sup_ (1D ey e
la|<3 L1 %Y

3

+ Z sup {(1 + )21+ |n|)”

— NEZL
k=0 jeN

L+ pn® 435 + [n| ‘ (k) [ 52
Tl 4 72 o |(wi) T (=)

|\

||f|§=2[ sup ](1+y2)D°‘f(Z,myy)|enlz|]

la <1 (2,2,y)ER3

(1+4)P(1 +|n|) (k) (N k|2
[ 1+ nl* + 54/ igﬁ‘(fj) ()e

The proof in itself requires only slightly more precision, for example the Young

inequality \/j|n| < %j?’/z + % |n|3, or the proof of 1}1} which requires to
split the summation over m € Z into m <0, m > n and 0 < m < n (assuming
n > 0). Details are omitted.

Let us fix |e| < &p. From subsections to for any p € (0, timaz), We
are thus equipped with (sc ,, v ,) € R x YV, with |sc |, [|veully, < r where r

does not depend on u. Therefore there exists a sequence (fim)men in (0, fmaz)
that tends to zero such that s.,, o e for some s, € [—r,r]. On the
m—r—+00

other hand, if we define for any k& € N,
Ck (R%) := {g € CF(R®) : g(z,2+ L,y) = g(z,2,y) on R®, |[g||ws < 00},

k

w(eg) = (AP gl = 3 sup ol 9)Dg(ea0)]
|a|=0 z,T,Y)€E

+ Z sup
kE{0,1} neZ,jeN
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we see that [|ve p,, ||ws < Hvs,#mHyu < r. We claim that a subsequence of
(Ve )Jmen converges, as m — 400, to some v, € Cf, 1 (R?), with wo(z, z,y) :=
(1+y?)e2?. First, one can readily check that C2 | (R?) is complete for ||-||w, 2.
Then, because (v, )m is bounded in Cf’u’ . (R3), for any 6 > 0 there exist
z5,Ys > 0 such that for all m,n € N and |o| < 2,

(D%, (2,2, y) — DY p,, (2, 2,y)) wo(z,y)| <6,
V|z| > zs, Y|y| > ys, Yo € [0, L].

From there, redoing the proof of the Arzela-Ascoli theorem, we prove that with
another extraction (u,)men, we obtain for m, n large enough

‘(Da’lje)u;n (Z,J},y) - DavE,M;L (ZﬂL',y)) ’U)Q(Z,y)’ < 5a
V(Z,it,y) € [_25726] X [OvL] X [_yﬁvyﬁ]'

Consequently the sequence v, ;s is uniformly Cauchy in 01200, . (R3), and thus
convergent to some v, € Cr, | (R?).

Completion of the proof of Theorem[3.6, Let us fix |¢| < &y. By construction we
have F* (e, sc Ve, ) = 0 for all m € N. Passing to the limit as m — +oo,
thanks to the dominated convergence theorem, we obtain F(e, s.,v.) = 0. As a
result,

UE(Z,$7y) = U(z)na(x,y) + UE(va7y)’ 2= — (CO =+ SE)ta

solves (3.5)) by construction, and satisfies (3.17). Finally, from (3.144)) combined

with

Vel lwo,2 < limsup [[ve pur w2 < sup [|ve [y,
m——+0o0 N

me

we deduce that |s|, [|ve|[w,2 — 0 as ¢ — 0. This yields (3.18) with b = & >
0. O

3.6 Insights of the results on the biological model

In this section, our goal is to discuss some biological implications of our ma-
thematical analysis, completed by some numerical explorations, for a population
facing a nonlinear environmental gradient.

Throughout this section, we assume § € C,(R) and 0 < A < 1 so_that

Ao < 0, meaning Theorems and hold. Letting a := v/2A, ,
and are recast

1
nf(z,y) ~n(y) [ 1+ecdpab@)y+-- |, palz):==ae =l (3.147)
—_——— 2

deformation

In the following, we discuss two types of error between n®(x, y) and n°(y) : firstly,
the so-called relative error, whose leading order term is A p, * 0(z)y =: D(z)y;
secondly, the absolute error, whose leading order term is given by D(z,y) :=

D(z)yn®(y).



148 CHAPITRE 3. NONLINEAR ENVIRONMENTAL GRADIENT

We first present some general bounds on the two errors. Notice that there
holds [|D||pe ) < Al|f]| = (), meaning D(z) remains limited as A — 0, and so
does the relative error for bounded y. In other words, the shape of populations
“far from extinction” (A small) when € = 0 is very robust : such species can
dampen the perturbation when |e| # 0. As for D, thanks to , we can
compute

Il gz = C(1 = A)[Dllp(ry < CAQL = A)|lfllooys  (3.148)

for some universal constant C' > 0. Note that, for any z, the maximum of
|D(z,-)| is attained at y = +A~/2 independently of §. From , the ab-
solute error vanishes both far from extinction (A — 0), and close to extinction
(A — 1). In the latter case, this is because |[n°|[1e ) itself goes to zero, see

(3-8)-

In the sequel, we shall mostly discuss on D(x), which is tied to the relative
error and which we call the deformation. On the other hand, expansion
has the advantage to be uniform in y thanks to and (3.29), and our nume-
rical explorations will therefore mainly focus on the absolute error D(x,y).

Example 3.25 (Test case). If § = 1, then the expansion (3.147)) simply yields
ne(x,y) ~n°(y) (1 + Ay +---). On the other hand, in view of equation (3.7)),
the solution is explicitly computed as (recall (3.8]) and Proposition

nf(x,y) = n®(y) = no(y — ) = nCoe™ 34w~

Y)W xng(y) (1+eAy +---).

—~

:no

We thus recover that D(x) = A.

3.6.1 Deformation of the steady state under localized per-
turbation

Example 3.26 (Localized prototype case). Consider 0(z) := 1(_g ¢ (x), with
£ > 0. This 6 is not continuous but we may consider a smooth compactly
supported approximation so it does not matter much for our discussion. From

1) the perturbation is localized so that we only consider |z| < %, for which
we compute

1 xT L
Pa *0(x) = 5 (/ e~ *@=2) —|—/ aea(zz)dz> =1—e “cosh(ax).

—L T

In this case D(z) = A (1 — e V24l cogh(v/24 ac)) for [z| < £, and

Cayp = HDHLOC(_g,g) =A (1 _ e—\/ﬂe) .

For a given ¢ > 0, A — Ca, is increasing on (0,1), Cap — 0 as A — 0,
whereas Cq o — ¢ :=1— e=V2¢ as A — 1. We thus recover the fact that the
population can dampen the perturbation “far from extinction” (A small). On the
other hand, populations “hardly surviving” (A close to 1) when & = 0 are more
sensitive to the perturbation which they suffer with the coefficient c¢,. Notice
that letting £ — +oo yields D(z) — A and we naturally recover the above test
case of Example [3.25
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Example 3.27 (“Dirac” case). Consider §(z) = 0j,(2) := 5-1(_p.p)(x), with
h > 0. Again, this 0}, is not continuous, and since ||04|| ;o ) — +00 as h — 0,
we expect that g = g¢(h) provided by Theoremsatisﬁes eo(h) = 0ash — 0.
Nevertheless, we formally obtain

D(z) = Dp(z) — Apa(z), as h — 0.

Therefore, a large variation of the optimal trait on a very small spatial range
(h — 0) induces a deformation which is maximal at the singularity (here z = 0),
and varies like A2.

3.6.2 Deformation of the steady state under periodic per-
turbation

Example 3.28 (Periodic prototype case). Consider 6(x) := sin(%), with £ > 0,
which is L = 2n/-periodic. Then

2.2
paxb(z) = Im/Rpa(x—z)ei%dz =TIme'?p, (2) = W;%Sin (%) . (3.149)

In this case

202 A2
22A+1°
Hence the deformation is proportional to the perturbation 6(x) itself. Also, for
a given £ > 0, A — Cy4 is increasing on (0,1), Cap — 0 as A — 0, whereas

D(Z‘) = CA,g e(l‘), CA,g = (3.150)

Cap—co:= % as A — 1. We thus recover the fact that the population can
dampen the perturbation “far from extinction” (A small). On the other hand,
populations “hardly surviving” (A close to 1) when ¢ = 0 are more sensitive
to the perturbation which they suffer with the coefficient ¢,. Notice also that
¢e — 0 as £ — 0 so that rapidly changing environments are rather harmless (in
the sense that the deformation is small). On the other hand, ¢, — 1 as £ — 400
meaning that, in slowly changing environments, populations hardly surviving
when € = 0 fully suffer the perturbation.

Remark 3.29 (Influence of L). Since the deformation D(x) vanishes as A — 0,
let us assume here that A € (0,1) is fixed. We also fix a 1-periodic profile 6(z)
and set 07 (z) := 0 (£). We shall highlight how Dp,(z), the deformation corres-
ponding to the perturbation 0 (z), is affected by L. Firstly, Dy, is obviously
L-periodic. Then, we have

Dp(x) := A7'Dp(Lx) = (po *01)(Lz) = (pg * 0)(x),  a:= La = LV2A.

When L — 0, one can check that Dy, converges uniformly to the function
O := [, 0(z)dx = L [T 0, (x)dz, so that

Dr(x) = A©, uniformly as L — 0.

Note that a deformation A© also corresponds to the deformation assuming
01 (z) = ©, see Example[3.25] In other words, in a rapidly changing environment,
the population is deformed as if the optimal trait was uniformly equal to its
average. In particular, if the average is zero, the steady state is not distorted at
first order.
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On the other hand, as L — +00, ps serves as an approximation of identity
and ||Dg, — || ®) — 0, so that

||DL_A9L||L°°(]R) — 0, as L — Ho0.

Consequently, the deformation is directly proportional to the optimal trait, mea-
ning the population fully suffers from the perturbation. Note that, since 6 is
continuous, the profile 6, (z) = 6 (%) flattens as L — +oc. In particular, in the
above limit, we could have replaced 6y by = — 2Lp f;f: 01 (2)dz for any fixed
p>0.

We now present some numerics for the periodic prototype case of Example
[3:28] As mentioned above, we are mainly concerned with the absolute error

Ef(2,y) := n®(x,y) —n°(y) = eD(z,y) + o(e). (3.151)

To compute n°(z,y) numerically, we consider the Cauchy problem with initial
data n°(y), and retain the asymptotics t — +o0. The steady state n(z,y) being
unique in a neighborhood of n°(y), one can reasonably assume such an asymp-
totic state to be n®(z,y). This is confirmed by comparing with the expected
theoretical result from Theorem [3.3] see Figures [3.1] and [3.2]

%1078

FIGURE 3.1 — Left : absolute error E¢(z,y) = n®(z,y) — no(yl, where n®(x,y)
is determined numerically. Right : theoretical absolute error e D(z,y). In black,
the function 6(z) = sin(27z), i.e. L = 1. In dotted line, the optimal trait £6(x).

Here A =0.9 and ¢ = 10~%.

Remark 3.30 (Absolute error vs. population distribution). In Figure (and
the ones that follow), we represent 6(z) with a solid, black line. Notice however
that this does not correspond to the optimal trait at position x, given by €6(x)
and represented with a dotted line in Figure [3.1}

The maximum of the absolute error |D| occurs in positions z such that
|D(x)| is maximal and with trait y = +y4 := £A~/2 as mentioned above.
As a consequence, at first order, the maximum of D occurs at traits y = +ya
that do not depend on 6, thus independently of the optimal traits. On the other
hand, the positions x where that maximum is attained directly depends on 6
through D(x).
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Let us underline that this observation concerns the absolute error E¢(x,y),
but not the population distribution n®(z,y) itself. For the latter, we observe
numerically that its maximum remains close to y = 0, for |¢| small enough.

Moreover, thanks to (3.9) and (3.29)), we have
In —n® — eD(@)yn’W)lly = ofe), ase — 0,

so that, keeping only the term corresponding to the index D* = D, in (3.31)),
and looking at y = 0, we obtain

Ing (z,0) — eD(z)n°(0)| = o(e), ase— 0.

Consequently, for positions = such that D(x) # 0, we see that, for |¢| small
enough, n; (z,0) is non-zero and has same (opposite) sign as D(z) when & > 0
(e < 0 respectively). In particular, the maximum of n°(z,y) is not attained for
traits y = 0. For those x, the maximum of the population size is typically shifted
towards the optimal trait. Note that this also applies for non-periodic profile 6.

FIGURE 3.2 — Left : absolute error E¢(z,y) = n®(x,y) — n° (y), where n®(xz,y)
is determined numerically. Right : theoretical absolute error e D(z,y). In black,
the function 6(z) = sin(4rz), i.e. L = 0.5. Here A = 0.9 and ¢ = 1074,

Let us pursue with a few comments. Firstly, the error is small near y = 0
since D(z,0) = 0. Also, we see that E°(z,y) has same sign as y6(z), since here
D(z,y) = D(x)yn®(y) = Ca0(x)yn’(y). It can also be checked numerically
that ||E° — eD| 1 (r2) decays numerically like O(e?) as e — 0. Let us recall

that, from ((3.148)),

1Dy = O(1 — A)Cay = €1 — A) 224
Loo(R2) = A= AL
for some universal C' > 0. Thus, at first order, we expect Ef, . = [|E®|| Lo (r2)

to be increasing with ¢, which is highlighted by a comparison of Figures [3.1
and (notice the different scales). More generally, ||D| 1o rz2) is “maximal”
for £ — 400, A= 1.

Last, in order to allow a better comparison with Example [3:28] we also
inquire for the numerical relative error. Note that for  such that D(x) # 0, the

relative error goes to infinity as |y| — 400, as can be seen from (3.147), and
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we therefore focus on small values of y. We refer to Figure [3.:3] We have also
computed the relative errors for A € {0.8,0.9} and L € {0.5,1}. We observed
that the numerical outcomes are in agreement with the results discussed in

Example [3:28]

%10 «108

5 5
1.5 18
1 i
0.5 0.5
0 0 0
-0.5 05
-1 %
-15 15
-5 -5
0 1 0 1

FIGURE 3.3 — Left : relative error %&J?O(y), where n(x,y) is determined

numerically. Right : theoretical relative error Enﬁo(%ﬁl). Here A = 0.9, ¢ = 10~*
and 0(x) = sin(27x), i.e. L = 1.

(=}

Example 3.31 (Influence of skewness). We here perform numerical simulations
in the 1-periodic step function case

6(e) = {+1 if z € (0, gl)u(1—g,1), (3.152)

where 0 < a < 1 serves as a parameter which measures the asymmetry, or
skewness, of the perturbation. Indeed, the optimal trait takes the values y = +¢

and y = —e with proportions (over a period) a and 1 — a respectively.
In the balanced case a = %, the steady state is symmetrically distorted and,
therefore, the location of the maximal absolute error switches between y = —=

VA
and y = _\/LZ’ see Figure

x10"
1 1
5 5
0.5 0.5
a o 0 | Bo
05 05
-5 -5
-1 -1
o 1 =107 a 1

FIGURE 3.4 — Left : E¢(z,y) = n°(z,y) — n°(y), where n°(z,y) is determined

numerically. Right : theoretical eD(z,y). In black, the 1-periodic function 6
given by (3.152) with a = 0.5. Here A = 0.9 and ¢ = 10~
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On the other hand, when a — 1 (the a — 0 case being similar), the +& opti-
mum is much more prevalent and, therefore, there is no switch of the maximal
absolute error, and the population leans to the upper side, see Figure for
a = 0.8. In other words, there is little advantage for the population to invest on

« 109

displacements to visit the lower side.
. T
05
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-0.5
4 5

5-
1 Q 1

Li]
-5
o

<10
1

05

i
0.5
3

FIGURE 3.5 — Left : Ef(z,y) = n°(z,y) — n®(y), where n®(z,y) is determined
numerically. Right : theoretical eD(z,y). In black, the 1-periodic function 6
given by (3.152) with a = 0.8. Here A = 0.9 and ¢ = 10~

Last, we consider an intermediate case : Figure for a = 0.52, reveals
that the population suffers less from the perturbation at positions z where the
optimal trait is y = —e than at other positions.

<107

2 ’ 2?
5 i
1 1
0 [ o
-5 ]
Ay -2
o 1 o 1

107

(=]

FIGURE 3.6 — Left : E°(z,y) = n°(z,y) — n°(y), where n®(z,y) is determined
numerically. Right : theoretical eD(z,y). In black, the 1-periodic function
given by (3.152) with a = 0.52. Here A = 0.9 and ¢ = 10~

It is worth mentioning that Figures to highlight that the maximum
absolute error increases (notice the different scales) with ’a — %’ (i.e. the afore-
mentioned skewness).

These remarks are consistent with the fact that the absolute error is given
by D(z)yn®(y) = (pa *0)(z)yn°(y). Indeed, in order to have a positive absolute
error at the lower side of position z, one must have D(z) < 0. In the balanced
case, one obviously has D(z) < 0 for all x € (0.25,0.75), and |D(z)| is maximal
at x = 0.5. When a = 0.8, we have D(x) > D(0.5) > 0, so that the population
always leans towards the upper side, albeit slightly less in = = 0.5.

In fact, for any fixed o = v/24, one can explicitly compute the value a = aq
such that D(0.5) = 0. We omit the details (tedious but straightforward cutting
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of the integral accordingly to the step function, computation of an infinite series
and solving of a quadratic equation) and find

2 4
o = —1In -1
a e=® — 1+ /(em> —1)2 + 16e

Then for any a > as, we have D(x) > D(0.5) > 0, so that the population leans
to the upper side everywhere. For A = 0.9, we have a, =~ 0.5273, hence our
choice of a = 0.52 for the intermediate case.

3.6.3 Deformation of the speed and profile of the front
under periodic perturbation

Here, we formally reproduce the arguments of subsectionm (performed to
analyse the perturbation of the steady state) to analyse the perturbation of the
pulsating front constructed through Section [3.5] to which we refer for notations
and definitions. We differentiate F* (e, s.,v.) = 0 with respect to ¢ thanks to
the chain rule and then evaluate at ¢ = 0 to get

) o
e=0

nf(x,y) = n’(y) + en'(z,y) + o(e) inY, ase — 0,

Ove
b)
_o O

0se

Oe

D.F"(0,0,0) + L <

€

From the expression of D.F* = D.F*(e, s,v) and

we compute
f(z,z,y) := D-F*(0,0,0)

= 20" (2)n, (2, y) + U(2)(1 = U(2))n"(y) /Rnl(x,y’)dy’

= 2U/(z)n;(a:, y)’

since we know from Theorem that n!(x,y) is odd with respect to y. From
the above and (3.11)), we reach
0sc 1 O0ve
Oe o Oe

) =@
= (7 (V2AU'(2) (o4 + 0) (0)T1 (1))

e= e=0

Projecting on (I';) we thus have f;(z,z) = V2AnU'(2)(pa*8)'(x) §; 1, where we
use the Kronecker symbol. Now, the key point is that + fOL (pax6) (x)dx =0so

that the Fourier coefficient f{(z) = 0. As a result, recalling (3.133), ®¢(2) =0
so that s = 0, where s is given by (3.135)). In our setting, the latter is recast

Ose,u

Oe
Asee;()plained above, means that the perturbation of the speed of the
front by the nonlinearity § = 0(x) is of the second order with respect to €. As
far as the distortion of the profile of the front itself is involved, we focus on the
following example which sheds light on the amplitude of the deformation.

= 0. Formally letting p — 0, this provides s. = o(¢) and, thus, (3.19).
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Example 3.32 (Amplitude of the deformation of the profile). Here, following
Example we consider 6(z) := sin (%), with ¢ > 0, which is L = 2m/(-
periodic. As a result, recalling (3.11)), (3.12)) and (3.149)), we reach

Loy x
a2 +1°7 (Z) L),

where, as above, we use the shortcut o = v/2A. Projecting on (T';), we get

4
£.9) = U (2) g 05 (5) wmoly) = U'(2)

Loy

T
fi(22) = U ey oon () i

whose Fourier coefficients are

n . ta’n P
fi(zx)=U (Z)m Ojnta 0j.1 =: CnU"(2) Oy 1 651,
and where
LAV2A
C = CA! = %T—f—l (3153)

In other words f](2) = f;*(2) = CnU’(z) and all other coefficients vanish. As
a result, the profile of the pulsating front is described by

u(z,2,y) = U(2)n®(2,) + € (v (2)e—1(2) +vi(2)er (@) Tay) + -,

where E411 ,[vF] = fE1(2) = CnU’(2), see (3.100). Clearly, we have v} = vy
so that
u*(z,@,y) 2 U(2)n® (2,y) + € 2Re (vi (2)ex (2)) Ta(y) + -+
2Re (vi(2)e1(2))
nU(z)

zU(z)no(y)(l—l—ECA’gH(x)y—i—E \/ﬂy—l—)

Here we have used Example in particular Cy ¢ is given by (3.150). Next,
since {vV/2ACq o = Cy 4, we end up with

us(z, 2, y) ~ U(2)n’ (y)

1+eCay (9(1) + 2Re (£117#[U/](Z)61($))> TR

LU (2)

At this stage, since the term w(z) := El_i#[U’](z) also depends on A and /,
the amplitude of (the leading order term of) the deformation of the profile of
the front is not transparent. Nevertheless we can formally obtain some clues in
some asymptotic regimes. Recall that, up to letting p — 0, w solves

o (26 " co) W - (Al UG+ 22) w=U"(2). (3.154)

Letting £ — 0, (3.154) formally provides w(z) ~ —¢2U’(z) thus %&?(z))
is of “magnitude ¢, and thus u®(z,z,y) ~ U(2)n°(y) (1 +eCa 0(z)y + ---). On
the other hand, letting £ — +oo, (3.154)) formally shows that w(z) is independent

on ¢ so that %&?(E)) is of “magnitude 1/¢’ and thus, again, u®(z,z,y) ~
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U(2)n°(y) (1 +eCa0(x)y + -+ ). As a result, at least in any of the asymptotic
regimes { — 0, { — +o00, the amplitude of (the leading order term of) the
deformation of the profile of the front is again measured by C4 ¢, so that the
biological insights are similar to those of Example

On the other hand, letting A — 0 or A — 1, w(z) formally becomes inde-
pendent on A and thus

u (2,2, y) = U(2)n°(y) (1 +eCap(0(z) + Uy(z,2))y + - )

so that an additional deformation term, denoted ¥y (z,x), is involved.

3.7 Appendix

3.7.1 Proof of Lemma [3.20]

We first need to construct solutions of on R_ and R.. The proof
mainly consists in rewriting the ordinary differential equation as a fixed
point problem, and then to perform careful estimates by considering separately
large values of min(|n|, j) from bounded values of min(|n|, j).

Lemma 3.33 (Fundamental system of (3.104) on R_ and R.). Let (n,j) €
Z x N with (n,j) # (0,0), and 0 < u < 1. On R_, we can construct a system of

fundamental solutions (¢, ¢+) of (3.104)), such that

G (2) = Pu(z)emin®,  PocCXR_,C), lim inf(ﬁl(z)) >0, (3.155)

Z—>—00
with aij,u given by . On Ry, we can construct a system of fundamental
solutions (12)_,1[}_;,_) of (3.104) such that

$a(2) = Qu(2)e¥in®, Q€ CXR,,C), liminf ‘Q+(z)' >0, (3.156)

z—+00

with bij,u given by . Also, there is Ryay > 0 such that

sup  sup sup (HRHLOO + HR'HLoo) < Romaz, (3.157)
(n,5)#(0,0) 0<p<1 Re{Py,Q+}

where by convention the sup norm is taken over the domain of definition of R.
Additionally, there exist ng,jo > 0 such that if |n| > ng or j > jo, there
holds for all 0 < p < 1,

P -1 Jo-@-1|<5  PO=0.0)=1, (3.158)

)

PL(0)

QO)|<1.  PL0)=@QL(0) =0, (3.159)

)

Besides, denoting Py = Pﬁ’j’“ and Q4 = Ql’j’“, we have for any Ny, Jy > 0

sup sup ’Rn’j’“(o) - Rn’jyo(o)‘
In|<No,j<Jo Re{Ps,(+}
(n,5)#(0,0)

+ ‘(Rm,u)’(o) - (R”’Jx‘))'(o)‘) —— 0. (3.160)

pn—0
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Next, by taking fipaz > 0 small enough, there exists Wi > 0 such ghatfor
all (n, ) # (0,0) and 0 < (i < fimaa, the Wronskians of (¢, p1) and (b, 14)
in zero satisfy :

o (3.161)
Wl = |[0bs = 80| O] = Wanin,
and if |n| > ng or j > jo, we have as well
1 1
+ - + -
Wol 2 4 lag = il 10 ‘Wﬂ 27 bf 5 = bl +1 (3.162)

Furthermore, there exist (1,(a > 0 such that for all (n,j) # (0,0) and 0 <
< fimaz .
/ 1G4 (2)[2dz > e~ 2 Realn, (3.163)
— 00
Proof. In the context of this proof, we always assume (n,j) # (0,0). Also, for
the sake of readability, we drop the “tilde” notations for ¢,, P, and denote
aij# = a7, bt in = b*. We first construct the solutions ¢ . Let us fix n, j and
0 < u < 1. We only j‘:creat the case j > 1, the proof for j = 0 being similar.
Set p1(z) = Py(z)e* # where Py € CZ(R_,C) is to be determined. Plugging
it into (3.104)), we obtain
P! £ 1P} — Xo(1 - U(2))Ps =0, (3.164)

where 7 := 2a™ + 2inoc + cog = aT — a~, so that Rer > 0 from (3.111)).
Let us first construct .. Using a Sturm-Liouville approach, we may recast

(13.164)) as
(Pe) = 21— U(2))Pse™ = 0,
so that, assuming P/ (—oc) = 0, we obtain after integration on (—o0, 2),

Pl(z) =)o / " @A (1 — U(w)) Py (w)dw, (3.165)

— 00
and thus, assuming P, (—o00) = 1, after another integration and a ,

z er(w—z) _
P.(z)=1- )\0/ 71(1 —U(w)) Py (w)dw. (3.166)

—co r

Hence, P, is written as the solution of a fixed-point problem. Since 1 — U €
L' (R_), for a given zy < 0, the operator in the right-hand side of
is globally Lipschitz continuous on Cj ((—o0, 29}, C) with Lipschitz constant
2 ’)\Or_ly J°.(1 = U(w))dw. Hence, for |z| large enough, the fixed-point theo-
rem yields the existence and uniqueness of a solution Py € Cj ((—o0, 2], C)

to the problem (3.166[). One can readily check that P, indeed solves (|3.164]
and belongs to CZ ((—o0, 29],C). We extend it to R_ by solving the Cau-

chy problem associated to (3.164]). We have therefore constructed a function

pi(z) = P+(z)e“+z that solves (3.104).
We now construct ¢_. We can repeat the same procedure, and obtain that

©_(2) = P_(z)e* * solves (3.104) if and only if P_ satisfies
(Ple ™) —Xo(1=U(z2))P-e” "% =0.
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By integrating on [z, o] instead of (—oo, 2], and assuming P’ (zo) = 0, P—_(2) =
1, we deduce successively that

P () = =)o / 1D (1 Z U(w)) P (w)dw, (3.167)

Z0 —r(w—=z

P(z)=1+ /\0/ 1%()(1 — U(w))P- (w)dw, (3.168)
so that P_ solves a fixed-point problem. Assuming |zo| large enough, there exists
a unique solution P_ € C} ((—o00, 9], C) by the fixed-point theorem. One can
then readily check that P_ € C? ((—oc, 20], C), and after extending it to R_ by
solving the Cauchy problem associated to , we obtain another solution
o_(2) = P_(2)e" #of on R_. Finally, the solutions (¢_, ¢4 ) are linearly

independent since Rea™ # Rea™.
We shall now prove that there exist ng, jo > 0 such that P satisfy (3.158)—
when |n| > ng or j > jg. Also, for those indexes n, j, we shall prove that
P, satisfy (3.155) and (3.157). Here we denote 7 = 7, ,. Since and

(3.115) hold, there exist ng, jo > 0 such that if |n| > ng or j > jo, we have

| Aol

Ao
Re Tn,j,u

Tn,j,u

0
/_ (1-U(w))dw < % Yy € [0,1).
b (3.169)

Let us assume that |n| > ng or j > jo. Then (3.166) and (3.168) hold for any
z < zg = 0, independently of 0 < u < 1. Therefore P_(0) =1, P’ (0) = 0 and

2
|rn’j,ﬂ| > 8, < 57

Ao

0
- vena) 1Py

— 00

Pellcgeay < 1+ (2] 22
.7,k

1
<1+ g”PiHCS(R_)v

and thus ||Pi|\cg(R,) < % Combining this bound with (3.165)— (3.169)), we

deduce on the one hand,

Ao

0
1
||Pi\|cg(n§,)/ (1-U(w))dw < 5

— 00

1Pr = 1[com_y <2 "

7,1

and on the other hand,
0
IPL] ooy < I/\ol/ e Remmin(l —U(w)) [Py (w)| dw <

In_conclusion, assuming |n| > ng or j > jo, Py satisfy and (3.157)—
with Fopr — 2

Let us now fix n,j such that |n| < ng and j < jo. We shall prove that, up
to taking Rinas possibly larger, Py satisfy (]3.155[) and (I3.157|). Note that

175l < |Tngjot| = Tmaz > 0,

while we also have, since (n, j) # (0,0),

> Re Tn.g,p > inf Re Tn,j,0 = min(Re 7“17070,7“0,170) = min > 0.

(n.4)#(0,0)
(3.170)

|rn,j,u
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We now select zp < 0 independent of n, j, 4 such that

6
and thus (3.166]) and (3.168)) hold for any z < zy. Similarly as above, we deduce

Mol /Z:ou — U(w))dw < min <§ “’”'") : (3.171)

1
1P = Hlog((—oo.z00) < 5 1Pl eo((—o0.z0)) < 1- (3.172)

From there, we recall that the functions P, are extended to R_ by solving the
Cauchy problem associated to (3.164]), which we recast

;o [ Px . 0 1
Y= Ai(z)yia Yy = ( P:/i: ) . As(z) = ( Trnjp Xo(1—U(z)) ) .
If we denote || - ||oo both the supremum norm on C? and its associated subordi-

nate norm on Ms(C), we thus obtain

YL (2)]lse < 14+ (2) ooV (2)llo0 < MI[Y(2)]] oo,

0 1
M = .
H( Tmaz Aol >Hoo

Using the Gronwall’s Lemma, this leads to, for all zyp < z <0 :

where

3
V2 (2)lloo < 1Yk (20) oo™ =750 < ZeMEl - Win| < no, Vi < o, Y € [0,1).

In conclusion, combining this paragraph and the previous one, we deduce that

P, satisfy (]3.155[) and 43.157[) for Rpae = max (%, %eM|ZO‘). Note that ng, jo, 20

do not depend on u, so that this is also the case for Rinas.
Let us prove that W satisfies (3.162). Given that

Wz = [(a* —a")P,P_+P P, — P4P_] (0), (3.173)
and using ([3.158)—(3.159) with (3.169)), we have, for all 0 < pu < 1,
1 1
|W¢\2§‘a+—a_‘—12Z\a+—a_|+1, if |n| > ng or j > jo,

so that (3.162)) holds.
We now fix Ny, Jy > 0 and show that P, satisfies (3.160[). We first consider

fixed indexes |n| < ng and j < jo. Let us recall that for those n,j we selected

zo < 0 such that (3.171)) holds for all 0 < p < 1, which means (3.166[ and
(13.168]) hold for any z < zy. To begin with, we first prove that

. . . / . /
s ([P2#o) = P230ea)| | (P22) o) = (P29°)] o
In|<no

J7<jo

)

n—0

3.174)
where we denoted Py = P"/". Let us mention that P_ satisfies (3.174) since

by construction P™7*(z) = 1 and (P™7*")(z) = 0 for all 0 < p < 1. It thus
suffices to show that P} satisfies (3.174). Fix ¢ > 0. We set
e’f‘n,j,uz —

Inju(z) = ——, 0<pu<l, =2<0.
Tn,g,p
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Note that, due to (3.170), we have ||gn julloo < 2_ . Also, we fix z. < z such

Tmin

that [* (1 — U(w))dw < e. Consequently, we have for all z < z

[Pt (z) — P

< Dol | [ (gni — gns0)( = 2 (1~ V() PO )
Dol | [ gmin = gmao) oo = 2] 1 - U(w))Pf’j%)dw] oo )(2)
+ |)\O| [Z gn,j,O(w - Z)(l - U(w)) P:7j7u(w) - P—?LO(W):I dw’

< 2¢ [Xo| [19n,,pul loo [P [ oo ()

. 0
Pl 1P ey 50D [(gnss = gmso)@) [ (1= U)o

ol llgnsolle [ (1= V@) |[PRI ) = PO°(w)| de.

— 00

Also, one can readily check that

sup sup  [(gn,ju = Gn.j,0)(w)| — 0.
In|<no,j<jo ze <w<0 p=0

Therefore there exists e > 0 such that for all |n| < ng, 7 < jo, 0 < p < pe and
z < zg, there holds

n,7, n,7,0
P (z) — PP (2)

< 05+D/ (1-U(w)) ‘Pf’j’”(w) — P70 (w)| dw,

1 +/O (1U(w))dw>>0, D::M>O.

min — 0o Tmin

C = |>\0|Rmaz <

From the Gronwall’s Lemma, we obtain

‘szﬂ(z) - Pfﬂ,o(z)) < Ceexp (D/

—00

(1= U)is).

P.;T_L’j#(zo) _ Pﬁ’j’o(zo)

in [n| < ng and j < jo. The proof for (P{*"*) is similar and is thus omitted.
Therefore holds. We are now ready to prove for indexes |n| < ng
and j < jo. Let us recall that P{"”" is extended to R_ by solving the Cauchy
problem associated to with initial data taken at z = zy. Because zg
does not depend on u, we deduce from classical results of ODEs and continuous
dependency of the solutions with respect to the parameter u, that

Since ¢ is arbitrary, we see that

— 0 as p¢ — 0 uniformly

sup <‘Pfj’“(0) — PLPO0)| + ‘(Pj;’j’“)l(o) - (PQJVO)/ (O)D ——o0.

In|<no,j<jo n=0

We now consider indexes (n,j) such that ng < |n|] < Ny or jo < j < Jo,
assuming Ny > ng or Jy > jo. Let us recall that for such indexes, (3.169)) holds
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for all 0 < p < 1, which means (3.166]) and (3.168) hold for any z < 0. Then
using the same arguments, we have that (3.174) holds where (nog, jo,20) are
replaced by (N, Jo,0), and thus P{"7* satisfies l)

We are now ready to prove (3.161). We first consider fixed indexes |n| < ng
and j < jo. Then one can readily check that

— 0.

+
sup  |a e

+
N N @y 50l
[n|<no,j<jo

Since (3.160]) holds with (Ny, Jo) = (no, jo), we deduce from (3.173)) that

n,g, n,7,0
W W ( — 0,

su
P n—0

[n|<no,5<jo

where we denoted W = Wg’j’”. We have Wg’j’o # 0 for all n, j, since it is the
Wronskian of (¢_,¢4) when p = 0. Therefore there exists m > 0 such that

inf |, <, i <o W;L’j’o‘ > m. Thus taking fi,;,q. > 0 small enough, we obtain for
any 0 < < ﬁma:v
inf
[n|<no,j<jo

Combining this with (3.162)), we obtain (3.161) with Wy, := min (1, 2).
(3.163)

W?’j’M’ > %

Finally, let us prove . Let_us consider indexes (n, j) such that |n| > ng
or j > jo. Then [Py (0)| > 5 from (3.158). Set p = (4Ryqz) " > 0. Then by the
mean value inequality we have for all © € [0, 1)

0 0
[ ez [P et

— 0o —p

1 ~ 2 0 +
( - Rmamp) / 62 Rea *dz
2 -P

£672 Rea+p.
16

Let us now assume that |n| < ng and j < jo. Then from (3.172) we have
|Py(z0)] > %, with 2z < 0 independent of n, j, i, see (3.171]). Redoing the same

calculations with fi)p being replaced by f;o_p, we obtain

v

v

0
2 P 2Rea’(20—p)
dz > = 0=P)
| lesfdzz Le

— 0o
Combining those estimates, we obtain .

As for the construction of solutions (¢, 1) on R, the procedure is similar
and leads to the construction of a system of fundamental solutions (¢, ) of
(3.104) on Ry such that (3.156)—(3.162) hold. Let us however underline a key
difference : there may happen that Reb™ < 0 since holds. Despite that,
7= 2bT + 2ino + cg = bT — b~ still satisfies Rer > 0 from . If however
(n,j,c0) = (0,0,¢*), then » = 0 and the above proof does not work, which is
why we excluded the case n = j = 0. O

We are now in the position to prove Lemma [3.20] concerning a fundamental

system of solutions to (3.104}) on R.
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Proof of Lemma[3.20 In the context of this proof, we always assume (n,j) #
(0,0), and for the sake of readability, we denote aij,“ =, bviw',u = b*. From
Lemma for all n,7 and 0 < pu < 1, we are equipped with the functions

+

$a(z) = Pu(2)e”®,  du(z) = Qu(2)e” 7,

that we extend to R by solving the Cauchy problem associated to . Let
us fix n, j and 0 < f1 < fimaz, Where fimq, is obtained from Lemma [3.33] Let us
first assume that (n, j, 1) are such that ¢+ are linearly independent. Then
we set (¢, 1) := (¥_, 1), which is indeed a fundamental system of solutions.
In particular, there exist c_ € C and ¢4 € C\{0} such that for any z > 0, there
holds

Tz

pr(2) = c P (2) + e4i(2) = - Q_(2)e" 7 + ¢4 Qp(2)e’

Pi(2) =Py(2),  Qu(2)=c_Q_(2)e” " 1 Qu(z),  (3.175)

yields that ¢ satisfies (3.117) with Py € CZ(R_) and Q4 € CZ(R, ), thanks to
(3.111)) and (3.155)—(3.156|). Also, since ¢y # 0, we have liminf,_, ;  |Q4+(2)] >
lei | liminf, o |Q4(2)] > 0 from . We can prove in the same way that
p_ satisfies with P_, Q_ belonging to CZ(R_), CZ(R) respectively, and
liminf, , o |P-(2)| > 0.

Next, we claim that ¢+,1Z, are never collinear. Let us assume by contra-
diction that there exist (n,j) # (0,0) and 0 < & < fimae such that ¢, ¢_ are
collinear. Then adapting the above proof yields that (¢, %) := (¢—, ¢+ ) is a
fundamental system of solutions of such that

7/foo(z)={P(Z)ea_Z =<0 w()(z):{P*(z)e“ 250 3 17)

Qi(2)e"* 220, Q_(2)e" % 2>0,

with Py € CZ(R_), Q1 € CZ(R;), and

liminf |P_(z)| > 0, liminf |Q4(2)] > 0.
z—r+00

Z—r—00
Next, set 0 < 6 < 1, and let /3?{5‘,” be the operator defined by (3.188)), with
p = 5. We shall prove that Ei’ﬁ-,u is surjective. For any f € 0275 (R,C), using
the variation of the constant, we set

z 1 S|
02 = Unle) [ ol @ = v(s) | gl

with the Wronskian W(w) := [¢ %0 — ¥{¥o] (w) # 0. By construction, v €
C%*(R,C) and satisfies &, ;,,[v] = f. Thus to conclude, it suffices to prove that
v E Cg’é(R,C), or equivalently that 7(z) := v(z)e?* € C**(R,C). Firstly, we
clearly have 7 € C?(R, C). Also, notice that since (t)s, %) solve , there
holds

W(w) _ W(O)e—(co-i-Qino)w _ W(O)e(a++a7)w — W(O)e(bJr-‘rb*)w.
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Let us prove that 7 € CZ(R,C). Setting f := fe?* € C%°(R,C), for any z < 0,
there holds

5(2)| < ‘P_(z)e(amz /_ ’ ];J;E(o;))e_(““’)“’f(w)dw

0
#[Peerens [ Wewmwﬂw)dw\

0)

L

< -1 P oo [l oo e“‘”'”)z/ e e
W (0) +

— 00

0
+ G(Re at+p)z / ef(Re a++p)wdw>

! P P - 1 1 — e(Rea®+p)z
< —_||P_ _
= |W(0)‘H ||oo” +||oo‘|f||oo Re a*+p+ Re a++p
1 — 1 1
< P— [e'e] P [e’e] [e’e] - )
_|W(O)\H oo 1P+ [loo 1] ( Rea‘+p+Rea+—|—p)

where the last two lines of calculation are valid since Re a* +p = :I:% Re(a™—a™)
and (3.111)) holds. Therefore T is uniformly bounded on R_, and similarly on
R, . Next, because

T =) [ @ @ - (o) [ il

and Py, Q4 € CL(R,C), we prove in the same way that v € C}(R,C). Finally,
plugging v = Te™ % into &, j u[v] = f, we deduce that

B 2
Enjulv] :=1" + 2inov’ + [sz — (A = (L +80)NU(2) + (1 + u)n202) T

Therefore v € CZ(R,C), and since f € C%°(R,C), we deduce immediately
that 7 € C*9(R,C), so that v € Cg"s(R, C). Therefore £°°

ngpu 1S surjective.
From Lemma in Appendix this operator is also Fredholm of index
zero, and is thus injective. We shall obtain a contradiction by showing that
o € ker Eig’u' First, setting ¢,(2) := vo(2)e”?, we have ¢, € CZ(R,C) from

(3.176). Then, since &, ; .[ty] = 0, we also have 1, € C?°(R, C). Therefore 1 €

Cg"S(R,(C) satisfies &, .[¥0] = 0, which means 1y € ker ﬁi’,@,u' Consequently
our assumption that ¢+,7,/;_ are collinear is absurd. Therefore for all (n,j) #
(0,0) and 0 < p < flmaz, the functions (¢_, ¢4 ) defined by (3.117) form a

fundamental system of solutions of (3.104)).
Let us prove that Py, Q4 satisfy (3.118)). We shall only prove it for P, ,Q+,
157

the equivalent for P_, Q) being similar. Since Py = Py satisfies (3.157)), Py
satisfies (3.118) if Ryyaz = Rinaz- As for @4, we first need upper bounds on c.
Since ¢, ¢!, are continuous at z = 0, we obtain from (3.117) and (3.175)), the
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following linear system in (c_,c4)

c-Q-(0) + ¢4 Q+(0) P1(0),
e (QLO) +b7Q-(0) +ex (Q40) +5¥Q+(0)) = PL(O) +at P4 (0).
(3.177)
Let us recall that we denoted W; the Wronskian in z = 0 of the family (¢, ¢ ),
and there holds (3.161)) since p < fiyaz. Therefore the system (3.177) admits a

unique solution for all n, j and 0 < p < fipaz, given by

(Q4(0) +67Q1(0)) P(0) = (P1(0) + a* P(0)) Q4 (0)
o= i . (3.178)

(PL(0) +a* P(0)) Q-(0) = (Q(0) +b-Q—(0)) P1.(0)
Cy = — WJ;

(3.179)

Let ng,jo > 0 being given by Lemma and fix n,j such that |n| > ng or
7 > jo- Then we deduce from (3.116)), (3.158)—(3.159)) and (3.162f) that

3bt —at|+1 6C + 4

bt —b=|+1 — [bt —b"|+4’

le-| <5
1
Sat=b7[+3 _9(bT —b7|+C) +12
<
i|b+—b*|+1 - bt —b—|+4
Thus there exists C' > 0 such that for all n, 5 and 0 < p < fimaz,
‘c | < L
R I [
This leads to, thanks to (3.157) and (3.175)),

Q-+l ®.) < 2CRmaz,  if [n| > ng or j > jo, (3.181)

et | <

| <C, il Zmoorj >0 (3.180)

, - C (Rmam + ‘b+ - biu%maz)
QL ry) < A

< 2CRmaz,  if [n| > ng or j > jo, (3.182)

+ CRoimax

so that @4 satisfies (3.118) for any such n,j. We now consider fixed indexes
|n| < ng and j < jo. It is clear that there exists M > 0 such that

i .
n.j.p

Then combining this with (3.157) and (3.161)), we have

) ‘af,j,llz” S M7 v|’n/| S TLO, v] S jO? VO S /J‘ < ,ama;c-

max (|b

2(M +1) R?
( + ) maxr — K’

cx| <

so that we deduce

Q4L ) < 2K Rinaa, VY|n| < no, Vi < jo. (3.183)
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Q) < K (B + 67 = b7 B ) + K R
<2K (1+ M) Rpmaz,  VIn| < no, Vi < jo. (3.184)

Consequently, from —, we obtain that () satisfies for all
n,7 and 0 < p < fimaz-

Let us now prove that W, satisfies (3.120). Let us consider indexes n, j such
that |n| > No > ng or j > Jo > jo, where Ny, Jo > 0 are large enough so that,

thanks to , we have
b — | > max (2C + 24, 702 (2R}, + 1)), Vup€0,1), (3.185)

4,1 nJlL
_3
12 ’bnyu bnau‘ ;C

>
+ . b
bn,j,u n 3 u| +1 13

Since Ny > ng and Jy > jo, we also have thanks to (3.158)—(3.159))

Vueo,1). (3.186)

Bt o1 < (e
ol < St =1 S (et - b)),

and thus, using (3.116)), (3.158)—(3.159) and (3.179)), we deduce

S S (ol S L

S TTR P R

where we used 1|3.185 for the last inequality. Combining this lower bound with

(3-158), (3.175) and (3.180), we have
Q+(0)] = ey

3> L
gl =1=13

where we used (3 m for the last mequahty Let us also recall that, by construc-

tion, we have |Q_(0)| = |Q_(0)| > % 5 from 1} and because |n| > Ny > nyp.
Combining that with m, we obtaln

W, = [(b‘ —b)Q_Q4+ +Q-Q1 — Q.Q-] (0) (3.187)
[Wo| > o ]b*—b | - 2R?

—|pt =~
227119 b +1,

since (3.185) holds. Thanks to , one can readily show that W, satisfies
@ with Cy = min (1, 2170)7

Let us prove that W, = W27* satisfies (3.119) for indexes |n| < Ny and
J < Jo. From (3.187)), since Q_ = Q- by construction, since @4 satisfies

with cy given by (3 178|i m, and because Ww is given by (3.161)), there
unction P s

exists a polynomial uch that for all n, 7, 1, we have

W = W;j,u P (Q-(0),Q-(0),Q+(0), @, (0), P1.(0), P, (0), a* " ")
P

_. 1 pn,jyu.

o W{l,j#
P
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. + + + + .
One can readily check that |an,j7u — an7j70| , |b",j7ﬂ —b, .ol = 0as g — 0 uni-

formly in |n| < Ny and j < Jy. Combining this with (3.160]), we obtain

sup |'pn,J,H _ 'pnd,0| s 0.
[n|<No,j<Jo n—0

Meanwhile, the same holds for Wg’j’”, as we showed in the proof of (3.161).
Since (3.161]) holds, we have

sup WM — WO — 0.
[n|<No,j<Jo n—0

Also, there holds W20 # 0 for all n,j since ¢, ¢, are linearly independent.
Thus there exists m > 0 such that

inf  |[W2P°| > m.
In|<No,j<Jo

Therefore, and because Ny, Jy are uniform in g € [0,1) from (3.185)—(3.186),
we deduce the existence of 0 < e < fimaz sSuch that for all 0 < p < e we
have

. . m
inf “;V;m,u’ > .
[n|<No,j<Jo 2

Combining this with (3.120]), we see that (3.119)) holds with Wy = min(ﬁ, ).
3.163)

Finally, (3.121)) simply follows from ( since ¢4 = @4 by construction.
The proof of Lemma [3:20] is thus complete. O

3.7.2 Fredholm analysis
We recall below [137, Theorem 2.4, p. 366].

Theorem 3.34 (Fredholm property in C?°(R,R%)). Fiz0 < § <1 andd € N,.
Consider the operator L: C*9(R,R%) — C%°(R,RY) defined by

Lu := a(z)u” + B(z)u" + ~(z)u,

where the coefficients a(x), B(x),y(x) are smooth d X d matrices and there is
g > 0 such that (a(z)€,€) > aglé]? for any & € RY. Assume that the coefficients
a(z), B(x),v(x) have finite limits as x — +o00, denoted respectively at, B+, V-
Finally, we define the limiting operators

LFu=asu” + Beu +v1u,
and assume that
VEER, TF() = —ail?+ Byif +~+ is an invertible matriz.
Then L is a Fredholm operator, and its index is given by ind L = ki —k_, where

ki = Sp(M*)Nn{z € C:Rez >0},

0 —1I
M* = _ _ e M R).
(ail'V:t aj:lB:l: ) 2d><2d( )
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We now apply Theorem [3:34] to our case.
Lemma 3.35 (Fredholm property on weighted spaces). Let (n,j) € Z x N with
(n,7) #(0,0), and 0 < p < 1. Set 0 <6 <1, p:=% >0 and

L% . C29(R,C) — CY°(R,C) (3.188)

n,j,u "
U = Enjnlul,s

where &, j ,[u] is given by , and for any k € N, we set
CIR,C) = {1 € C*R,C) : |Ifllgpsac) < 0}
1 llgssme =12 = £ lonsme -
Then E%Z‘,M 1s Fredholm with index zero.

Proof. We cannot apply Theorem to Ei’y"}’ ., because of the weighted space
and the functions involved being complex. Thus we define successively the real

counterpart of Li’ﬁ-’ . by

LY . C2°(R,R?) — C9(R,R?)

(OVET
uy + cou — 2nouh, — Cy j u(2)us
u = (uy,ug) — y /4o Lo ,
uy + couy + 2nou| — Cy j u(2)us

Cr.ju(2) = (A = (L+d0j) MU (2) + (1 + p)n’c?)

as well as the operator Mg’g&: C?9(R,R?) — C%I(R,R?) with

s _ s, _
Mn’i#u = esznZ}u (ue ”2)
- ( uf + [p2 — pco — Cn,jyﬂ(z)] uy — 2no (uh — pug) )

uf + [p* = pco — Cnju(2)] ug + 2no (uf — puy)

We may rewrite the above operator as

uigin=(o 4 )+ Cone 707 )i ( Sy W )
= Lu" + Bu’' +v(2)u,

with, given that p = %,

<
q(z) = 1 Cn,j,u(z)'

g+ nocy )
b

v = lim ~y(2) = “nocy e

z—+o0

We also set (

i 1+60))ho, ifqe =q_
g+ = lim q(z):_io_ (>\j+(1+u)n202)+ (1 + doj) Mo, 1 a+ =q—,
4 0, if g+ = g4

z—+oo



168 CHAPITRE 3. NONLINEAR ENVIRONMENTAL GRADIENT

Finally, we define
TF: £ €R —ET+iB + 7z € Maua(R).

In order to apply Theorem we have to check if Tpi (&) is invertible for any
& € R. We compute

) )
Lo —€2 4 gy —2inc€ + 2nop
det T5°(€) = 2ino — 2nop £+ qx

= (- + qi)Q + (2inc€ — 2nop)?
= Pr(§) — 8in®a?p¢,

with Pg(€) a real polynomial function of £. Assume by contradiction that there
exists £ € R such that det T35 (¢) = 0. Then necessarily n¢ = 0. Then n has to
be zero, for otherwise we would have & = 0, while

det T (0) = ¢3 + (2nop)® > 0.
Therefore n = 0, but this would yield
det T (§) = (6> +42)".
However, since (n,j) # (0,0)
L
q+:_Z_Aj<_Z(CU+4AO)§O’ g— =g+ + X < gy <0,

which means that if n = 0, we again have det Tf(f) # 0 for any £ € R, which
contradicts our assumption. Consequently, Tj[ () is invertible for any £ € R.

Hence, from Theorem we deduce that L2 is Fredholm with

n,J, 0
ind M7 =kt —k=, k¥ =SpM*n{z:Rez >0},
where
0 0 -1 0
ME 0 —I\ 0 0 0 -1
T\ B o q+ nocg 0 —2no
—nocy q+  2no 0

Let us first determine k*. We compute

qr + X2 nocy + 2no X

+ =
det(M* — X1,) ‘ ey — 20X g + X2

= (g4 + X?*)? + (noco + 2TLO'X)2
= (X2 + g+ —inocy — Zino’X) (X2 + q+ +inocy + 2inoX) ,

from which we deduce that the eigenvalues of M T are

x1 — 2ino £ \/(2ino)? — 4(q4 — inoco)
+ 92 )
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X2 = —2ino £ /(2in0)2 — 4(g4 + inoco)
2 )

and thus

Re (2X1) = + Re/—4n202 — 4q, + 4inocy

= +Re \/cg +4\; + dinocy + 4un?o?
N P

n,j,p n,jw)'

Notice that, since (n, j) # (0,0), we have Re (b," b,

— 1
g, n’jyﬂ) > 0,sothat Re X~ <
0 < Re Xi Similar calculations yield

Re(2X2) = +Re \/c% +4X; — dinocy + 4un2o? = £ Re (bF b i)

—ngu
therefore we also have Re X2 < 0 < Re Xi. As a result kt = 2.

Let us now turn our attention to k£~. Similar calculations yield that the
eigenvalues of M~ are

_ 2ino £ \/(2ino)? — 4(q— — inocy)
— 5 ,

&

_ —2ino £ +/(2in0)? — 4(q— + inocy)
— 5 ,

vE

which yields

Re (2Y]) = £ Re \/—4n202 + 4inocy — 4q_

= +Re /2 + dinocy + 4\j + 4un?0? — 4(1 4 o) No

=+Re(a’ a

g, n,j’u)'

Notice that Re (a:,jw — a;,j#) > 0, so that ReY! < 0 < Re Y], and similarly

ReY? < 0 < ReY?. Hence, k= = 2, which means ind Mz:?’u = 0. Since the
operator S,: u € C*°(R,R?) — ue™** € C2°(R,R?) is continuously invertible
with S;1: u € C29(R,R?) — uer* € C*°(R,R?), we have that Li’f'j’uu =

SpMS’,?, HS;lu shares the same Fredholm property and index as MS’_R - From

there, we prove similarly that the operator Li”pj’u defined by (3.188]) is also

Fredholm and satisfies ind £,

nj = 0. The proof is thus complete. O
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Chapitre 4

On the modelling of spatially
heterogeneous nonlocal
diffusion : deciding factors
and preferential position of
individuals

Abstract

We develop general heterogeneous nonlocal diffusion models and investigate their
connection to local diffusion models by taking a singular limit of focusing kernels.
We reveal the link between the two groups of diffusion equations which include both
spatial heterogeneity and anisotropy. In particular, we introduce the notion of deci-
ding factors which single out a nonlocal diffusion model and typically consist of the
total jump rate and the average jump length. In this framework, we also discuss the
dependence of the profile of the steady state solutions on these deciding factors, thus
shedding light on the preferential position of individuals.

Key Words : nonlocal diffusion, heterogeneity, focusing kernels, deciding factors, shape
of steady states.

4.1 Introduction

The purpose of this exploratory paper is to investigate the modelling of he-
terogeneous nonlocal diffusion and the connection with local diffusion. Starting
from the most general nonlocal heterogeneous diffusion, we will see how to ob-
tain a large class of local heterogeneous diffusion equations by taking a focusing
kernel limit. This process sheds new light on the underlying dynamics of these
models. In particular, the notion of deciding factors, and its implications on the
shape of the steady state solutions, may help to find out whether a heteroge-
neous diffusion model is appropriate or not for a given application.

171
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4.1.1 Homogeneous diffusion

Under a homogeneous environment, a local diffusion equation is often given
by the classical heat equation

uy = DAuw, (4.1)

where the diffusivity D > 0 is constant. This diffusion equation is used in a wide
range of applications from physics problems to ecology ones, where the homo-
geneous diffusion, DAu, describes a random dispersal and = € RY the spatial
position. Such a linear diffusion model can be recovered from a probabilistic in-
dividual based model. In the study of evolutionary biology, the linear diffusion
also models the mutation process, where z € RN denotes a phenotypic trait
(see |3L{79L{106}/108,/130,/132] among many other references). Remember that the
diffusion equation is for an environment where there is no advantageous
direction (isotropic) nor location (homogeneous). In ecology, evolutionary bio-
logy, epidemiology, etc. the model usually comes with a nonlinear reaction term,
which takes into account birth, death, competition, etc. Throughout this paper,
we neglect the nonlinear population dynamics and focus on the role of diffusion.

When the spatial domain is the whole Euclidean space RY, the nonlocal
counterpart of the heat equation is

Uy = K(x — y)u(t,y) dy — mu(t, z), (4.2)
]RN
where K : RV — R* is a nonnegative integrable kernel and the coefficient m is
the total jump rate,

m:/ K(z)dz > 0.
RN

The way to recover the local equation from the nonlocal one through
a focusing kernel limit is classical and will be made precise in Section The
integro-differential equation is motivated by the long-range dispersal phe-
nomenon meaning that an individual may “travel” long distance in a short time
scale. Nonlocal diffusions are therefore very popular in population models for
which long-distance dispersal events are relevant. The propagation of epide-
mics |112,[118] and dispersal of seeds [57] are such examples. Note that, in
evolutionary biology, the mutation is also typically modeled in terms of integral
operators [7,/45,,46,,80.,86),106,/109]. In the following, we mainly refer to “spatial
dispersal” but, obviously, our analysis also applies to “mutations”.

In the context of a spatial dispersal, the kernel K(z) stands for the jump
rate for an individual to move from x to = + z or, equivalently, K (x — y) is the
jump rate from y to x. Hence, the constant m is the total jump rate from a
given point 2 € RY. In particular, the last term in (4.2)) models the amount of
species departing the position z. By integrating (4.2, one may check that the
total population of the solution is preserved, i.e. f]RN u(t, x)dz is constant.

The central underlying assumption in the nonlocal diffusion model is
that the jump rate from = to x + z is independent from the departure point x
and the arrival one x + z. In most mathematical literature, the constant m is
normalized to 1 which can be done without loss of generality and the function K
is assumed to be radial (see [5}/131/541/67,83] and references therein). As a result,
the obtained nonlocal equation is isotropic and homogeneous in space, as

is .
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4.1.2 Heterogeneous diffusion

However, the motility of biological species (in both local and nonlocal cases)
depends on the environment, which is usually spatially heterogeneous. This
spatial heterogeneity gives us a challenge to develop diffusion models that take
into account the spatial heterogeneity properly in local and nonlocal equations.
One of our goals is to address both issues jointly and to draw new connections
between those models.

To give the motivation, let us first illustrate the challenge in modelling hete-
rogeneous diffusion starting with a local diffusion case. A naive approach would
be to simply replace the diffusivity D in by a real-valued function D(z)
and obtain “u; = D(z)Au". However, the resulting evolution equation does
not satisfy the mass conservation property (even under the zero-flux boundary
condition) and one should instead consider a diffusion model in a divergence
form for the motion of biological organisms.

On the other hand, there are infinitely many choices of diffusion equations in
a divergence form when the diffusivity D is not constant, which can be written

u =V - (D()IV(D(z)' ")), q€eR. (4.3)

Obviously, when the diffusivity coefficient D is constant, these diffusion laws are
all equivalent to the heat equation . In a heterogeneous case, they lead to
different solutions. Furthermore, if D is not smooth enough, the “classical weak
solution” is not defined and a different approach, depending on the choice of the
diffusion law, is required.

Many well-known diffusion equations are written in the form of . First,
one recovers the so-called Fick’s diffusion law [76] when ¢ =1 :

u, =V - (D(z)Vu)), (Fick’s law).

This is a case without an advection phenomenon and constants are steady states.
When g = 0, the equation is written as

up = A(D(x)u). (Chapman’s law)

Chapman derived this diffusion law using the kinetic theory in [53] where his
main purpose is to explain the thermal diffusion phenomenon. Before Chapman’s
derivation, Wereide [142] derived a diffusion law that corresponds to the case

with ¢ = %,
uy =V - (\/D(z)V(y/D(z)u)), (Wereide’s law)

using basic physical intuitive relations. The latter two equations are also res-
pectively called Itd6 and Stratonovich type since they are satisfied by probability
density functions of the corresponding stochastic interpretations of the Brow-
nian motion. Unlike Fick’s law, the two contain drift phenomena and hence they
may also be called Fokker-Planck equations.

The diffusion laws in satisfy the mass conservation property, and it
is not obvious to see which one is the right diffusion law among all possibili-
ties. The related question of whether heterogeneous dispersal is advantegeous
to a species has been adressed from the evolutionary point of view in several
works [18,50,/51]. Recently, two of the authors of the present work derived he-
terogeneous diffusion equations from revertible kinetic systems and compared
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the properties of diffusion laws using a thought experiment [105|. In particular,
they obtained Wereide’s diffusion law as a special case. In this paper we see that
the same questions and issues exist and need to be addressed for the spatially
heterogeneous nonlocal diffusion case. In this process we hope to obtain new
insights on the long standing issue of heterogeneous diffusion (see, e.g., [121]
and the references therein).

4.1.3 Organization of the paper

In Section we propose a general model for nonlocal heterogeneous dif-
fusion, introducing in particular the notion of deciding factors, from which a
wide range of nonlocal heterogeneous diffusion laws can be derived. Next, in
Section [I.3] we draw a connection between the nonlocal and the local diffusion
cases by a singular limit argument. This provides some new interpretation for
equation (4.3). However, as was pointed out by two of the present authors in an
earlier work [105], the diffusivity function D(x) may not be sufficient to describe
heterogeneous diffusion accurately, because it does not fully cover velocity jump
processes given by kinetic equations. In subsection [1.3.3] we make a related ob-
servation that the nonlocal diffusion equation, or position jump process, also
leads to a range of local equations wider than . In Section in order to
answer the question “Where are the individuals 7”, we investigate steady states
solutions (through both rigorous computations and numerical simulations) of
the equations with heterogeneous nonlocal diffusion. This in particular reveals
the role of deciding factors on the repartition of individuals, and may guide
the use of these models in the applications. Finally, in Section [£.5] we briefly
summarize our main contributions and present some perspectives.

4.2 Heterogeneous nonlocal diffusion equations

In a nonlocal ecological diffusion model, it is assumed that individuals have
the ability to jump from one position to another at any given time. In particu-
lar, we occasionally refer to the corresponding equation as the (position) jump
process in order to distinguish it from kinetic equations which take integro-
differential terms of velocity jumps. As mentioned earlier, a commonly used
jump process is the homogeneous case , where the jump rate depends only
on the distance between two points.

However, if the environment is heterogeneous, the jump rate may depend on
the departing point or arrival one. We may denote the jump rate by

J(z,y) : the jump rate from z to y.

Let us emphasize again that this jump rate depends not only on the distance
between the two points, but also on the direction of the jump. Thus the spatial
heterogeneity of the environment along the way is counted by considering the
distance and direction. This leads to a general nonlocal heterogeneous equation

w(t,z) = /RN J(y, z)u(t,y) dy — /RN J(x,y)u(t, z) dy. (4.4)

Here, the first integral term stands for individuals arriving at  from all possible
positions, whereas the second one accounts for individuals leaving from the
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position z. We refer to [102| for its derivation from a discrete model in space
and time. Notice that, provided that J is integrable with respect to each variable,
the above equation is well-posed and satisfies the mass conservation property
(at least formally) by Fubini’s theorem.

Observe that is recast

witr) = [ Iayu(t.y)dy = mia)u(t.o)

where
m(x) := /RN J(z,y)dy (4.5)

stands for the total jump rate from position x. For late use, we also define

)= [ =l Ty (46)

the absolute first moment at position x. In other words, J;(z) stands for the
average jump length among individuals jumping from the position x. Both the
total jump rate and the average jump length are natural quantities which may
be impacted by spatial heterogeneity.

Obviously, equation turns into the homogeneous nonlocal diffusion
equation by selecting J(y,z) = K(x — y) and defining m := fRN K(z)dz.
Yet our purpose is now to find practical ways to take into account the spatial he-
terogeneity and anisotropy in the choice of the jump rate function J. We will see
that it is advantageous to specify J by distinguishing the effects of heterogeneity
on the distance and on the direction of jumps.

4.2.1 A few illuminating examples

Before we introduce general ways to handle heterogeneity, we start with some
revealing examples. First, in the context of evolutionary biology, let us mention
the work [87] which considers a mathematical model for the fitness distribution
in an asexual population under mutation and selection. Due to the presence of
a phenotype optimum, the distribution of mutation effects on fitness depends
on the parent’s fitness (corresponding to x). Hence the authors need to consider
“context-dependent” mutation kernels, corresponding in our setting to the case
where

J(2,y) = K(z;y — ). (4.7)

In other words a dispersal kernel K (z;-) has been assigned to each point x in
the spatial domain, accounting for heteregeneity. In this above form, J(z,y) is
the jump rate from x to y, and therefore the heterogeneity factor is considered
at the departure point. This case arises from an It6 interpretation of a stochastic
Poisson jump process, and therefore by analogy with the local diffusion we may
call it nonlocal It6 type diffusion.

To make the above form more meaningful, one may further specify the kernel
function K, for instance by letting

K(z;y — ) = m(z)K(y — x), (4.8)

or

K(xy— ) = 1Nf<<y“7>, (4.9)
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where in either cases K denotes a probability density, which we may rescale
without loss of generality so that its absolute first moment

/ |2|| K (2)dz = 1.
]RN

In the former case, the z-dependence appears only in the factor m(z) which as
outlined before stands for the total jump rate from the position z. In the latter
case, one may compute that the total jump rate from x is constant equal to 1,
while the average jump length (or absolute first moment at position z) is g(x)
and now accounts for the heterogeneity. Both of these forms provide a tractable
way to include heterogeneity in the model.

However, depending on the context, one may want to consider a symmetrical
situation where the jump rate from x to y is the same as the jump rate from x
to y. The reasoning behind that may be that the jump rate of individuals may
only depend on the path of the displacement, and not necessarily on heteroge-
neous conditions at the departure point. The above examples are ill-suited for
such a situation, and leads us to instead consider the form

J(x,y)zK(x;y;y—:v>. (4.10)

The symmetry of J(z,y) can then be reformulated as the evenness of the kernel
K(p;-), for any p € RV, Here p = %ﬂ’ stands for the point where heterogeneity
dependence is involved : in this framework, heterogeneity is taken at the middle
point of the jump.

The common trait to the above two forms and is that we as-
sign a kernel to each position in the space domain. Then the heterogeneity
corresponding to the path (z,y) is determined by environmental conditions at
a single point p, which is then called a deciding factor. Extrapolating on the
above examples, we are led to pick

p = azx + By,

with a« + 8 = 1, in other words as a barycenter of the departure and arrival
points. When a = 1, we find the nonlocal It6 type diffusion where the influential
environmental conditions are those at the starting point x. Let us notice that
this particular case has been considered in [60-63]. When o = % we recover the
symmetrical case when the jump rates are the same from both x to y and y to
z. A key input of this work is to allow any barycenter of the starting and arrival
points to be a deciding factor. This will be discussed again in subsection [£:2.3]

Still, it turns out that a single deciding factor may not be enough to fully
understand the diffusion process, and we provide one last example to illustrate

this. Let us consider, in spatial dimension N = 1, the case

I, y) = @f( (/y h(18>ds> , (4.11)

where, as above, K is a probability density and h is positive. This nonlocal
model arises from a Stratonovich (also referred to as Marcus [14]) integral of
a Poisson jump process [20]. Another way to derive it is to check that the
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heterogenous equation (4.4])) with (4.11) reduces to the homogenenous nonlocal
diffusion model (4.2)) by to the change of variables

1
z = / —ds.
o h(s)

This is consistent with the property that the Stratonovich integral preserves the
chain rule of standard calculus. From the biological point of view, this means
that the heterogeneity distorts the distances, as in the jump rate the (Euclidean)
distance between = and y is replaced by the integral from z to y of the inverse
of the function h. This integral may be understood as a distance with respect
to a so-called food metric |56).

Due to the integral term in , one cannot isolate a single deciding point
and it is the whole path which determines the heterogeneity. This partly explains
why, in the next subsection, we will introduce a general framework where a kernel
is assigned not only to any point (though, as suggested by the above examples,
it is sufficient in some situations) but to any possible path. Such generality also
allows us to consider the case of two deciding factors, which is convenient to
distinguish the effects of heterogeneity on the total jump rate and on the average
jump length.

4.2.2 Assignment of a kernel to any possible path

In order to encompass all the above examples in a very general setting, our
idea is the following : for any possible path, i.e. for any pair of points (x,y),
we assign a dispersal kernel K (z,y;-). Notice that the case K(z,y; ) = K(z,-)
corresponds to the situation in [87] mentioned above.

Precisely, we assume the form

J(x,y) = K(z,y;y — x),

where
K :(z,y;2) € RN xRN xRN — K(z,y;2) € R,

is a nonnegative function such that, for any (x,y) € RV x RY,

m(z,y) = - K(z,y;2)dz € (0,+00),

and
Ji(z,y) ::/ Iz K (z,y; 2) dz € (0, 400).
]RN

Notice that, in particular, to any pair of points (x,y) there “corresponds” a
nonlocal equation of type , where m(z,y) and K(z,y;-) are respectively
the total jump rate and the dispersal kernel. Such a “fictive” equation could be
interpreted as the diffusion law in a homogeneous medium where environmental
conditions are everywhere the same as they are perceived by individuals jumping
from z to y. In the sequel, even if “possibly fictive”, we denote m(x,y) the total
jump rate and Jp(z,y) the absolute first moment, corresponding to the path
(. y)-

With the above choice of the jump rate J, the general equation is recast

w(t,x) = | K(y,z;z—yult,y)dy — / K(z,y;y — z)u(t, ) dy.  (4.12)
RN RN
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To ensure that the right hand side of the above equation is “meaningful”, we will
also always assume that there exists K € L*(RY) such that

Y(z,y) e RV xRN, K(z,y;-) < K.

Equations and , together with the above assumptions, provide a
general heterogeneous framework within which all the following sections will fit.
Obviously, the latter equation still includes the homogeneous equation :
it naturally arises when we associate the same dispersal kernel to all paths, i.e.
regardless of the departure and arrival points. It also includes , by letting

provided that 0 < infgy h < supgny h < +00.

In order to emphasize the role of the total jump rate and the absolute first
moment, we point out that a natural generalization of example (4.8)) consists in

K(z,y;2) = m(z,y)K(2), (4.13)
where K is a probability density. In this case, the heterogeneity only appears in
the total jump rate m(x,y) but not in the actual jump distribution K.

Similarly, a natural generalization of example (4.9) consists in

1 ~ z
K(x,y;2) = K< ), 4.14
( ) gz, )N \g(z,y) 1)
where K is a probability density, rescaled so that its absolute first moment
/ 2R (2) dz = 1, (4.15)
RN

and the function g : RY x RN — R has positive infimum and supremum.
Moreover, the total jump rate

m(z,y) = | K(zyz)dz= | K(2)dz
RN RN

is actually spatially constant. However, the heterogeneity appears in the function
g(x,y), which is the (fictive) relative absolute first moment of the dispersal kernel
K(z,y;-), see (4.17) below, and can be interpreted as a (fictive) average jump
length.

Finally, we may combine (4.13) and (4.14) so that both the total jump rate
and the average jump length are spatially heterogeneous. The heterogeneous
dispersal kernel can then be written as

K(z,y;2) = m(x’y)k<g(z ) (4.16)

gz, y)N z,y)

where K is a probability density, rescaled so that its absolute first moment is
equal to one. The relative absolute first moment of the dispersal kernel K (z, y; -)
is defined by

/ 12K (2, y; 2) d=
]RN

K(z,y;2)dz
RN

and is g(x,y) when assuming form (4.16)).

(4.17)
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4.2.3 The notion of deciding factors

In Section we will compute the singular limits of with focusing
kernels to recover a wide range of local diffusion equations, including, but not
limited to, . The point of such focusing kernels is that the average jump
length goes to 0 as a singular limit parameter € > 0 tends to 0. In this context,
it turns out that it is mainly sufficient that the distribution kernel depends on
a finite number of points. For instance, in the above example , one may
assume that

g9(@,y) = glaz + By),
m(z,y) = m(’z + B'y),
where a + 8 =o' + 8’ = 1, so that

m(a'xz + f'y) ~ y—
Glaw + BN (a«w T 5y>> |

This means that the total jump rate m of the dispersal kernel corresponding to
the path (x,y) is determined by environmental conditions at the single point
o'z + 'y, which as outlined before we then call a deciding factor. On the other
hand, the relative absolute first moment of the dispersal kernel corresponding
to the path (z,y), which is also the average jump length g(z,y), is determined
by environmental conditions at the (possibly) distinct deciding factor ax +
By. It is left to decide how to choose those two points, and to observe the
consequences in the singular limit depending on that choice. For instance, one
may pick a = 1 and 8 = 0, so that the average jump length g(x,y) is decided at
the departure point z, while o/ = 3/ = %, which means that the total jump rate
m(x,y) is decided by the middle point % We believe that this interpretation,
together with the connection between local and nonlocal diffusion which we
next establish, provide a new perspective on the understanding of heterogeneous
diffusion.

J(IL‘7y) =

4.3 Singular limits : from nonlocal to local diffu-
sion

In this section, we show how to obtain a large class of local diffusion laws
from heterogeneous jump processes of the type (4.12)). Recall that, in the homo-
geneous case, one can recover the heat equation as the focusing kernel limit
of the integro-differential (4.2)). Precisely, assuming that K has a finite second
moment the following holds : as ¢ — 0, the solution u. of , with the kernel
K (z) replaced by the focused kernel

Ko ok ()

tends (in a sense we do not precise in this exploratory paper) to the solution
of with D depending on the second moment of K, starting with the same
initial datum. This can be understood from a simple formal Taylor expansion
that we will indicate below in a much more general setting. Hence, in some si-
tuations, nonlocal dipersal operators can be approximated by the local diffusion
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operator. This fact was long known : for instance, in evolutionary biology mo-
dels, we refer to [106] and [47, Chapter VI, subsection 6.4]. For a rigorous proof,
one can use the explicit writing of the solution of in the Fourier variable,
see |13, Theorem 1.24].

As far as the singular limit of heterogeneous nonlocal diffusion equations is
concerned, we refer to the recent works |115,/116L[135] for some particular cases
that all fall into our general framework below. Let us also notice the preprint [71]
which starts from a local/nonlocal heterogeneous model.

In view of the very general framework outlined in Section [£.2] hereafter we
will use the focusing kernels

1 z
Kg(ac,y;z) = WK (x,yé g) .

Thanks to the “additional” variable z (ultimately replaced by y — = in the dif-
fusion equation), the above form drives the average jump length to 0 as € — 0,
while preserving the scale of the heterogeneity in the singular limit.

4.3.1 The diffusivity matrix
The limiting local equation will involve the following notion of diffusivity.

Definition 4.1 (The diffusivity matrix). Let a dispersal kernel K (z,y;z) as in
Section . For all p € RN, we define a diffusivity matriz by

D(p) := %/RN z2® zK(p,p; z) dz. (4.18)

Alternatively, the matriz D(p) = (di;(p))1<ij<n can be written component-wise
as

dij(p) = %/ 2z K (p, p; z) dz. (4.19)

RN

Notice that in the integral terms of the above definition, we only need to
evaluate K (p,p’; z) at p = p’. The reason is that the local equation arises in the
limit of focusing kernels where the average jump length goes to 0, hence the de-
parture and arrival point eventually coincide. There is however no mathematical
obstacle to extend the above diffusivity matrix to the case where p # p’. Notice
also that it is implicitly assumed that the kernel K is such that d;;(p) € R for
any p € RV,

In order to illustrate this notion, let us consider the aforementioned example

[.16)), namely
K(z,y;2) = m(x’y)ff< (z >
g

g(z,y)N r,y)

for which the diffusivity matrix is straightforwardly computed as

D(p) := m(p, p)g(p, p)°D.

Here, D is the constant diffusivity matrix associated with the homogeneous
dispersal kernel K, while the total jump rate m and the average jump length g
account for the environment’s heterogeneities. Unsurprisingly, the diffusivity
depends monotonically on both the total jump rate and the average jump length.
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4.3.2 The case of a single deciding factor
As outlined at the end of Section [£.2] we consider the nonlocal heterogeneous

model (4.12)) with

K(z,y;) = K(oz + By; ),
where
a+pB=1

In other words, the nonlocal dispersal kernel associated with a path (z,y) is
determined by the single point ax + Sy. We immediately drop the tilde for
convenience and rewrite (4.12)) as

uy(t, ) = K(ay + Br;x — y)u(t,y) dy — u(t, ) /RN K(ax + By;y — x) dy.

RN
(4.20)
We point out that, when o = 0 and 8 = 1, the kernel is chosen from the arrival
point and the equation is recast

w(t,z)= [ Kz —yulty)dy — u(t,z) / K(yy — x) dy.
RN RN

When a =1 and g = 0, the kernel is chosen from the departing point and the

equation is recast

ut(taz) = N K(y7x_y)u(t7y) dy—u(t,z)m(x),
R
where as before m denotes the integral of K with respect to its last variable.
When o ¢ {0,1} the dispersal kernel is selected by a nontrivial linear combina-
tion of the departure and the arrival points. If we integrate (4.20)) over z € RY
and use Fubini’s theorem, we obtain as explained earlier the mass conservation

property :
d
—/ u(t,z) dz = 0.
dt RN

Here we implicitly assumed the framework introduced in Section [£:2]: the func-
tion K (p;-) is nonnegative and bounded by some K € L'(RY) uniformly with
respect to p € RV,

Moreover, we make the additional assumption that K is symmetric with
respect to its last variable, i.e.

Y(p,z) € RN x RV, K(p;—2) = K(p; 2). (4.21)

We also assume that K is “sufficiently smooth” in the p-variable, and that its
derivatives with respect to the p-variable are “sufficiently z-integrable” (typically
quadratic weights have to be supported). These assumptions play an important
role in the singular limit argument, as will be clear from the terms appearing in
the computations below.

Let us point out that a typical example of such dispersal kernels is

K(p;z) =m(p)K(z),

where K is a symmetric probability density, and thus only the mass m(p) of the
dispersal kernel depends on position p. One may also assume that the relative
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absolute first moment, or average jump length, is spatially heterogeneous by

considering
K(p;z) = m(p) K (Z) .

We now formally derive local diffusion equations from the nonlocal diffusion
equations (4.20). To do so, we actually take a sequence of focusing kernels.
Denote, for any z € RV,

1
Ke(p;2) := 5NﬁK@; 9 0<e<l. (4.22)

Notice that these still satisfy our assumptions. However, with obvious notations,
the total jump rate and the average jump length are related through

1 [ el )
me(p) = | Ke(piz)dz= Zm(p), g:(p) := 2 =eg(p).
RN K.(p;2)dz
RN

Hence, as € — 0, the average jump length goes to 0 but, in some sense, this is
compensated by the fact that m.(p) — 400, i.e. individuals jump more often.
In particular, the corresponding diffusivity matrix D, of the focusing kernels
is unchanged. This can be understood from the fact that, in the homogeneous
case, the kernels naturally arise from the change of variables

teth, T < €T

Thus, in our context, focusing kernels can be understood as having the motion
of individuals occur on a smaller scale than the heterogeneity.

Let us proceed with our computation of the singular limit € — 0. First, we
plug the above focusing kernels into , use a change of variable z = ¥=%,
and obtain

2uy(t, ) = / K(az +caz; z)u(t, x+ez)dz — / K(a: +efz; z)u(t, x)dz,
RN RN

where we used the symmetry of the dispersal kernel with respect to its last
variable. Then

1
2uy(t, ) ~ / (K(x; z) +eaz-V,K(x;z) + 52§a2 <D§K(x; z)z, z>)
RN

X (u(t, x) +ez- Vu(t,z) + 52% (D?u(t,z)z, 2) )dz

—/ (K(m; z)+eBz-VpK(z;2) + 52%52 <D§K(:ﬂ; 2)z,%) )u(t, x)dz,
RN

where V, K (z; z) and DZK (z; z) respectively denote the gradient vector and the
Hessian matrix of the map of dispersal kernels, p — K(p; z).

Clearly the £ order terms in the right hand side cancel each other. Moreover,
since K (p; z) is symmetric with respect to z, we have

/ z-VpK(x;2)dz =0, K(z;2)z-vdz =0,
RN RN
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for any v € RY. Therefore, the e order terms in the right hand side also cancel
out. As a result, recalling that 8 = 1 — «, we reach the local equation

u(t, ) = ; - K(z;2)(D?u(t, )z, z) dz
+a /RN (z - Vp K (z; z)) (z . Vu(t,x)) dz
20 — 1

/ (D}%K(x; 2)z, zyu(t, x) dz.
2 RN
We now define the “exponent”
q:=2—-2a(=2p). (4.23)

Then, using the exponent ¢ and the coefficients d;;(p) of the diffusivity matrix
from (4.19), we may rewrite the above diffusion equation as

ug(t, x) Zdw Oz iz, (2—q Z )0y, u(t, x)
-2 ap,ipjdij<x>)u<t, ©).

We pursue and, omitting to write the (¢, ) variable, get

w =~ Zam](” 8m1u>

+(1—q) (Zap,dw )0, u+(Za7p7 (@) )u)
L (diju)aziu) +(1=0) Y 00 (9,4 (@)u)
Zaxl(z )ax]u+<1—236pjd13< ),

which is in the so-called divergence form. We finally obtain, in the singular limit,
the (possibly anisotropic) diffusion equation

=30, (X (@@, (2l (@) ). (4.24)

which is an anisotropic generalization of the form (4.3)).

Remark 4.2 (Isotropic diffusion). The relation between and be-
comes obvious in the isotropic case, i.e. when radial symmetry is assumed for
the mapping z — K(p; z), which is a stronger assumption than . In this
case, we obtain D(p) = D(p)I, where I is the identity matriz and

1
D(p) == - *K(p; 2) dz.
)= 5 | VK@) iz
The diffusion equation is then recast
u =V- (Dq(ac)V<D1*q(:v)u)),

Q

Q

which is exactly ,
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Let us first observe that, if ¢ =1 in (4.24]), we reach Fick’s law :
uy = V- (D(x)Vu). (g=1,a= %)
This is the case when a« = 8 = %, meaning that the middle point between
departure and arrival points is used to define the spatial heterogeneity in the
nonlocal model (for instance, in a heterogeneous total jump rate m).
The next case is when ¢ = 0 in (4.24)), which yields Chapman’s law :
u =V - (V- (D(x)u)). (¢=0,a=1)

Here, V - (Du) is the vector that consists of the divergence of the rows of the
matrix Du, that is

V- (DU) = (V : (diluv "'7diNU))1<i<N'

This is the case when o = 1, § = 0, meaning that only the departure point is

used to define the spatial heterogeneity in the nonlocal model.
For a general ¢, we may rewrite equation (4.24) as follows. First, observe

that
Zj: Oz, (dij “) = ZJ: d};0z, (Cﬂj_qu) + ZJ: (83:;- (d?j)dij_q)u.
Let Ny(z) = ((INy)i(z)) be the vector given by

(Ng)i() = (32 0, (@ () (@) (4.25)

Then, the component-wise equation (4.24]) can be written as
u =V (v - (D(z)u) — Nq(x)u>. (4.26)

Remark 4.3 (Orthotropic diffusion). Assume the component-wise symmetry,
which is a stronger than the symmetry assumption : for all (p, z) € RN x
RY,

K(p;a121, .,anzy) = K(p;2) for all (o) € {1}V, (4.27)

Then, the diffusivity matriz D(p) becomes diagonal, which is often called ortho-
tropic. Under assumption , equation turns into

up = Z 0oy (dgi(x)aﬂ (d;i_q(m)u))'

Furthermore, since the diffusivity matriz D(p) is diagonal, D?(p) can be defined
element-wise, and the equation is recast

up=V- (Dq(x) (V : (Dl_q(x)u))).
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4.3.3 The case of two deciding factors
We now consider the nonlocal heterogeneous model (4.12)) with

K(z,y;) =v(d'z + f'y) K (ax + By; ), (4.28)

where
atf=a+p =1,

and v, K will be precised below. As explained at the end of Section this
means that the heterogeneity in the nonlocal dispersal kernel associated with
a path (z,y) is no longer determined by a single point, but by the two points
ax+ By and o’ x+ ['y. As in the previous subsection, both points are still chosen
as linear combinations of the departure and arrival points.

Notice that the diffusivity matrix associated with a dispersal kernel of the
form remains the same, regardless of whether & = o’ or not, that is
regardless of whether the two deciding factors are actually the same or not.
Therefore one may expect that the limit local equation is also unchanged. As we
will see below, it turns out that this is not the case. In some sense, the diffusivity
matrix does not convey all the information of the motion in the heterogeneous
case. This is quite similar to the observation made by two of the present authors
in [105] in the kinetic model.

The motivation behind such a double heterogeneity is the fact that the dis-
persal kernel K (z,y; ) can be mostly characterized by its mass (or zero moment)

m(z,y) == - K(z,y;z) dz,

and its relative absolute first moment
JRELES L
RN

K(z,y;2)dz
RN

g(x,y) =

Indeed, as we explained in Section [£.2] the former can be interpreted as the total
jump rate of individuals, and the latter as the average jump length. Both notions
are crucial in the modelling of diffusion in ecology. It is then natural to allow
these two functions not only to depend on space, but also to vary independently
and be decided at possibly distinct points.

A typical example of dispersal kernel in the form is provided by

A= m(a'z + B'y) ~ z
Kz y;2) = g(ax + By)N r (g(ax + ,32/)> 7 (4.29)

where K is a fixed probability density, rescaled so that 1D holds.

We now proceed with the general form (4.28)). Dropping again the tilde for
convenience, the nonlocal equation (4.12) rewrites

w(t,z) = / v(d'y + Bx)K(ay + Bz x — y)ult,y) dy
Y (4.30)
—u(t, ) /RN v(d'z + B'y)K(ax + By y — x) dy.
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According to , it is assumed that the two variables accounting for the
heterogeneity are separable in the dispersal kernel. Moreover, in order to satisfy
the assumptions of Section we take v : RV — R to have positive infimum
and supremum, and K : RY x RY — R a nonnegative and nontrivial function.
We also assume that K (p;z) < K(z) for some K € L'(RV). As in the previous
section, we impose the symmetry condition,

Y(p, z) € RY x RY, K(p;—z) = K(p; 2),

that both v(p') and K (p; z) are “sufficiently smooth”, and that all derivatives of
v(p')K (p;-) in the p, p’-variables are “sufficiently z-integrable”.
We now consider the focusing kernels

1 z
ve(p') == (@) Ke(p;2) = E—NK(p; g)’ 0<e< 1. (4.31)

Yy—x
€ )

Plugging these into the nonlocal equation, and by a change of variable z =
we obtain

2uy(t,r) = / v(z +ed'2)K(z +eaz; z)u(t,x +ez) dz
RN

— / v(z +eB2)K(x +eBz;2)u(t, x) dz.
RN

After performing formal asymptotic expansions and using similar arguments as
in subsection we reach

u(t,z) =~ v(x) K (x; z)%(DQu(t, x)z, z) dz

RN

+av(z) /RN (z VK (z; z)) (z - Vu(t, x)) dz

+a /RN (z- Vv(2)K(z;2)(2 - Vu(t,x)) dz
+{(2a - Dv(z) /RN %(DgK(x;z)z,@ dz

+(a+a — 1)/ (z-Vv(z))(z- V,K(z;2))dz

RN
+(2a/ — 1) /RN %(Dzu(x)z,@K(x;z) dz}u(t,x).

Denote
g:=2-2a=28, ¢:=2-2d =28.

In the setting (4.28) and after dropping the tilde, we observe that the coefficients
d;j(p) of the diffusivity matrix D(p) of Definition are given by
1

i) = (o) / K (i) de

In light of this, proceeding as in subsection we can rewrite the above
equation in a conservative form as

w=3_ 0 ( > (vq"q(x)d;’j(x)amj (uq—q’ (x)dgij(x)u))). (4.32)
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Notice that there are two degrees of freedom, given by ¢ and ¢'. First, find
that, if ¢ = ¢/, then (4.32) is written as

up = Z O, ( Z (dgj ()0, (d}f(x)u) )) . (4.33)

In this case, diffusivity in the sense of Definition [£.1] alone decides the diffusion
phenomenon. This is exactly the situation considered in subsection with
“a single deciding factor”. For instance, we reach

uy =V - (V- (D(2)u)), (¢,4") = (0,0)

up =V - (D(z)Vu). (¢.4)=(1,1).

However, as seen in (4.32), this is no longer the case when two different types
of heterogeneity are considered.

Example 4.4. Let us return to our previous example (4.29)) to better unders-
tand the meaning and the role of v : when

L m(o’z + B'y) ~ z
K(x,y;2) = g(OéI—F,By)NK (g(ozl‘—F,By)) ’

then v = m is the total jump rate. Therefore the limiting local equation
typically involves not only the diffusivity matrix but also the total jump rate
of the original nonlocal model. Let us also recall that, in this example, the
diffusivity matrix is

D(p) = m(p)g(p)°D,
where D = (&;)U is spatially homogeneous. Then 1) rewrites

U = Z s, (mq’ (2)g%(z) Z C/givjamj (ml—q' (x)gQ—ZQ(m)u)). (4.34)

In this form, one may identify the role of not only the total jump rate m but also
the average jump length g. In particular, the parameters ¢ and («, ) correspond
to the average jump length g while ¢’ and (o', ') correspond to the total jump
rate m.

Example 4.5. Let us first consider the case when o/ = 1 and o = 1/2. In
the above example, this means that the total jump rate is determined by the
departure point, while the average jump length is determined by local conditions
on the travel path, which can be reasonably simplified by choosing the middle

point. From , we get
w =V - (v~ @)D(@)V(v(a)u). (¢:4) = (1,0)

Yet, we may instead consider the opposite case where the average jump
length is determined at the departure point while the total jump rate is deter-
mined at the middle point (for instance, individuals may choose to go back to
the departure point if they see a decline in the environmental conditions). This
corresponds to o/ =1/2 and a = 1. From (4.32), we get

up =V - (v(@)V - (v (2)D(z)u)), (¢,¢) = (0,1)
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This equation is similar to a local equation derived in [105] from a velocity jump
process. The only difference is that v here should be x~! in [105]. To make it
exactly the same, one needs to choose ¢ = 0, ¢’ = —1 so that we get

ug =V - (v H2)V - (v(2)D(x)u)). (¢,¢") = (0,-1)

Still, from the point of view of the position jump process, the case (¢,q’) = (0, 1)
seems more reasonable. Indeed, it is clear that diffusivity here is increasing with
respect to v, which is typically the total jump rate. However, in the kinetic
model of [105] the function p stands for the turning frequency, with respect to
which the diffusivity was decreasing. Thus, both notions should not be confused
and it is not surprising that positive and negative exponents are swapped.

For general g and ¢’, there are many ways to write the limiting local equation
(4.32). We decide to write it as a “perturbation” of the case (¢,¢') = (0,1)
considered in the above example. To do so we write

Z V0, (u_ldiju) = Z Vq/_ngjazj (uq_q,d;j_qu)
J J
+ Z O, (z/ql_q_ld?j)VHq_q/d}j_qu
J
Z Vq/_ngjawj (z/q_q,dgj_qu)
J
+vu(Ngg)i,

where Ny o(x) = ((Ng,q)i(z)) is a correction vector given by

(Nq,q’)i = Z am,- (Vq/_q_ldfj)Vq_q/dzj_q, (4~35)
J

which vanishes in the case (¢,q') = (0,1). As a result, the diffusion equation

is recast
u=V- (l/(x)V (v (@)D(2)u) — v(2)Nyg (I)u) (4.36)

Remark 4.6 (Orthotropic diffusion). Under the assumption for ortho-
tropic diffusion, equation turns into

up = Z O, (Z/ql_q(x)dgi(x)ﬁm (z/q_q/ (x)d;_q(x)u)),

Furthermore, since the diffusivity matriz D(p) is diagonal, D?(p) can be defined
element-wise. Then, we may write it as

u =V (Vq/_q(m)]])q(x) (v (e (x)Dl_q(x)u)>). (4.37)
Remark 4.7 (Isotropic diffusion). If z — K(p; z) is radial symmetric, we obtain

D)= DG D)= 52 [ 1K)
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The isotropic diffusion equation is now
u=V- (uq/_q(x)Dq(x)V(yq_ql (x)Dl_q(x)u)>. (4.38)

For instance, if (¢,q') = (%, 1), we obtain

u =V- (\/V(JL‘)D(.T) V(\/V—l(x)D(x) u))

4.4 Steady states and numerical simulations

In this section we present some enlightening observations regarding the
steady states of (4.4)), when the jump rate is of the form

J(z,y) = m(az + By) K (y — z). (4.39)

This connects with the issue discussed in, e.g., [52,/64] and is complemented

by some numerical simulations. Those simulations are performed on a bounded
domain, B(0, R) C RY, see subsection for details.

4.4.1 Steady states

We consider the case of a single deciding factor with J(z,y) of the form
(4.39). In what follows, we omit the tilde notation for readability. The nonlocal
model (4.4)) is then recast

up = /RN [m(ay + Bx)u(t,y) — m(azx + By)u(t,z)] K(y — x)dy, o+ =1.

(4.40)
As seen in subsection[.3.2] taking the focusing kernel limit leads, in the isotropic
case, to the local model

uy =V - (DYz)V (D' Y(z)u)), q=2-2a, (4.41)

with D(z) = $m(x)k, where k := % [on [|2]|2 K (2)dz. For the rest of this section,
we consider a nonnegative, nontrivial initial data ug € L*(RY). Also, we assume
that m is a nonnegative continuous function. Finally, for numerical simulations
and unless otherwise stated, we shall use the Gaussian kernel

K(z):= CNe*“N”Z”a

where Cy > 0, ay > 0 are such that not only f]RN K(z)dz = 1 but also
Jan 2] K (2)dz = 1. In particular C; = a; = +.
The case a = 0 (¢ = 2). In this case, we observe that u(r) = Cm(z) is a
steady state of for any constant C' > 0. This is consistent with the local
counterpart, that is , for which u(z) = CD(x) is also a steady state. In
other words, at equilibrium, the population is mainly localized at positions =
where m(x), or equivalently D(z), is large. This is in agreement with the model
since the total jump rate from z to y is given by m(y), meaning the jump rate
is higher for jumps that arrive at high values of m, and conversely smaller for



190 CHAPITRE 4. HETEROGENEOUS NONLOCAL DIFFUSION

FIGURE 4.1 — Here a = 0 and R = 10. In dotted black, the function m. In blue,
the numerical approximation of u at time ¢t = 4000. In dotted red, the expected
profile pr(z). On the left m(x) = H%’ and on the right m(z) = 14 55%. The
outcome depends only on the initial mass, here fQR uo(z)dz = 4.

jumps that arrive at low values of m. Therefore the solution of (4.40)) is expected
to converge, at large time, to

p(z) == Cm(z), C= Joy wo(x)dz 0, (4.42)

Jpn m(x)dz ~

the value of C ensuring the mass conservation. In particular, if m ¢ L'(RY),
we expect that p(z) = 0.

We now present some numerical simulations to illustrate the above. Since
these simulations are done on the bounded domain Qr = B(0, R) C RY, the
expected profile is (see subsection for details)

B Jo,, wo(z)dz
N fﬂn m(z)dx >0,

which is consistent with our simulations, see Figure Moreover, we readily
check that pr — p uniformly on compact sets of RY, and uniformly on RY for
bounded m. However, for general m, this convergence may not be uniform on
RY, as can be seen with N = 1, m(z) = €”, for which ||pg|lec = [ uo(z)dx
while p = 0.

pr(z) == Crm(z),  Cg (4.43)

The case o = 1 (¢ = 0). Here, we assume m(z) > 0 for all x. We observe that
u(z) = Cm(x)~! is a steady state of for any constant C' > 0. This is again
consistent with the local counterpart, that is (4.41]), for which u = CD(z)~! is
also a steady state. The situation is thus reversed compared to the case a« =0 :
the population will mainly concentrate at positions x where m(z) is small. This
is, again, in agreement with the model since the jump rate from x to y is given
by m(z), meaning the jump rate is higher for jumps that depart from high
values of m, and conversely smaller for jumps that depart from low values of m.
Therefore the solution of is expected to converge, at large time, to

p(x) := Cm(z)™ !, C= M >0, (4.44)

IRN m(x) dr —
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FI1GURE 4.2 — Conditions are the same as in Figure .1} except a = 1.

the value of C' ensuring the mass conservation. In particular, if m=1 ¢ L1(RY),
we expect that p(z) = 0.

Similarly to the case o = 0, on the bounded domain Qp = B(0, R) C RY,
the expected profile would be

pr(x) := Crm(z)~", Cr= M >0, (4.45)

fQR m(x) dx

which is consistent with our simulations, see Figure 2] As in the case o = 0,
we readily check that pr — p uniformly on compact sets of RY.

The case a = 1 (¢ = 1). In that setting, it is clear that constants are steady
states of both (4.40) and (4.41). Therefore the profile of m plays no role in the
distribution of population at equilibrium. This is again expected since then

J(x,y) m(mgy) Ky —xz)=J(y,z),

that is the jump rate from x to y is equal to that from y to x. Therefore the
solution of is expected to converge, at large time, to p(x) = 0, due to
the mass conservation. Note that on a bounded domain Qr = B(0, R) C R,
we however expect a convergence towards the constant pr = ﬁ fQR uo(z)dz,
which is in agreement with our numerics, see Figure [£:3] Clearly, pr — 0 as
R — 4o00.

Towards general 0 < a < 1. The steady states are thus well-understood for

general functions m in the cases a € {0, %, 1}. In particular, those steady states
depend only on the total jump rate m, and not on the jump distribution K. We

aim at extending those results for general .. Hence, for a given a & {0, %7 1} and
a given nonnegative and nontrivial m, we look for a nonnegative and nontrivial

u such

m(ay + fru(y) = m(azx + y)u(z), Yo,y €RY, (4.46)
which makes u = u(z) a steady state for (4.40). Notice that such a function u
is not ensured to exist, as can be seen with m(-) = ||-|| : in_this case, for z = 0,

1} enforces u(y) = gu(O) for any y # 0; returning to li this is absurd
if @ # %
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FI1GURE 4.3 — Conditions are the same as in Figure except a = %

2 a=0

-10 0 10

FIGURE 4.4 — In dotted black, the function ug(xz) = m(z) = e** with a = hl‘—OQ.
In solid lines, for various «, the numerical approximation of v at ¢ = 4000, which

all coincide with p%.

However, there are some profiles m for which such a function v exists for
any 0 < a < 1. Indeed, assuming N = 1, m(x) = e** with a € R, we see that
for each «, the function u®(z) = e#=%* = m(x)#~ solves . Because
u® ¢ LY(R), we expect the solution of to converge towards p*(z) = 0 due
to the mass conservation. However, on the bounded domain Qg = [—R, R], the
expected profile is

uo(x)dx
p() = Cfu®(x),  Ch= w >0, (4.47)
Qr

which is consistent with our simulations, see Figure [£.4] for which we have
chosen ug = m which, obviously, is not in L!(R). Nevertheless, our goal here is

to illustrate the fact that, as « increases, there is a smooth transition from m
(when a = 0) to m~! (when o = 1), the “switch” precisely occurring at o = 1.
Last, one can extend this example to N > 2 with m(z) = {** and a € RV,
for which u(z) = e#=)/®2) solves .

Another example with N = 1 is given by the Gaussian profile m(z) = e—aa”
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o =3/4

UM“.”

-10 0 10

FIGURE 4.5 — In dotted black, the function ug(x) = m(z) = e~ with a =

1“1(1)80. In solid lines, for various «, the numerical approximation of u at t = 4000,

which all coincide with p%.

with a > 0, for which u®(z) = e~ (8*=2")a2® solves (4.46). Since u® € L*(R) if

and only if a < 3, we expect that the solution of (4.40) converges towards

= > 0.
if o > 1, Jpn u(z)dz

() = {OW(z) fa<i o Joywo(@)de

0
Meanwhile, on the bounded domain Qx = [— R, R], since u® € L}(Qg) for all o,
we expect that the solution converges towards p% given by . This is what
we observe numerically, see Figure [L.5] Note that the above comments for the
exponential profile still apply here. Last, one can extend this example to N > 2
with m(z) = e=(") where a € (0,+00)N and z? := (2%,...,2%), for which

u(z) = e~ B =a")@a®) golves (4.46)).

Where are the individuals ? The role of a. Our above observations and
results can be summarized as follows : when o = 0 (resp. a = 1, resp. a =
3), some steady states are proportional to m (resp. m™', resp. z — 1). We
therefore conjecture that, as a increases, the population should concentrate at
positions « where m(x) is small. This was proved above for the particular cases
of exponential and Gaussian profiles of m. To further support this conjecture,

we investigate the case of a two-patch asymmetric function m, namely

1

m() =1l +5)+ 2@ =5, o) =7

(4.48)
The numerical solutions are displayed in Figure for different values of a.
We observe indeed that, as « increases, the population shifts away from the
positions where m is large and settles in positions where m is small.

The role of the tails of K. In all the above simulations, we always conside-
red that the probability density K (rescaled so that [,y [|2||/K(z)dz = 1) has
Gaussian tail, that is (say N = 1)
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FIGURE 4.6 — In dotted black, the function m given by (4.48]). In solid lines, for
various «, the numerical approximation of v at t = 4000 . The initial data is of
mass [, uo(z)dr = 4.

In order to draw a comparison, we also consider the following kernels :

1 1

Ky(2) = el Ky(z) = 1+ 244

Note that, denoting k; = [, 22K (2)dz, we have k1 = % and ko = k3 = 2. Finally,
we consider one last kernel K4 with a heavier tail, namely

(o) e ! A B
BT T4 EP g2+ [2)? log(2+ [20)° ' log(2 + [2)7 )

where A = 2.32, B ~ 2.38 and C = 0.62 are numerically selected such that
Jo Ku(2)dz = 1, [, |z|K4(2)dz = 1 and ky = 2. Notice that K4 > 0 does hold
and that K, is not radially decreasing. In particular, for 4 > 2, all the kernels
K; have the same second moment, which means that they all lead to the same
local model in the focusing kernel limit.

Our goal here is to numerically compare the steady states depending on
the chosen kernel. When o € {0, %, 1}, we do not observe, as expected, any
difference, for various functions m. The situation is quite different when, say,
a = i, see Figure Indeed, we observe the following : the heavier the tails
of K;, the more the corresponding solution u; tends to concentrate at positions
where m is large, as can be seen from the first and last zoomed parts. Knowing
that, one may expect that u; — u, changes sign only once on (0, +00). It turns
out to be the case for (i,5) = (4,3) but not for (i,5) = (2,3), see Figure
The latter also indicates that, in a neighbourhood of 2z = 0, uz — us is (positive
and) very small while uy and ug are clearly distinct.

4.4.2 Numerical implementation

Since any numerical computation has to be done on a bounded domain
) C RY, the numerical integration of the right-hand side of (4.4) is not trivial,
even for simple cases such as J(z,y) = K(y — ). Indeed, in order to compute



4.4. STEADY STATES AND NUMERICAL SIMULATIONS 195
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4.5 6 10

FIGURE 4.7 — Here o = 1. In dotted black, the function m(z) = H% In red,

the numerical approximation of the solution at ¢ = 10%, corresponding to the
kernel K (red), K2 (yellow), K3 (blue) and K4 (purple). Some parts of the first
image have been zoomed in to improve visibility. On the first and second zooms,
the yellow curve almost coincides with the blue one. The initial data is of mass
fQR uo(x)dx = 4. The results are similar on larger domains.
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FIGURE 4.8 — Left : us—us3. Right : us—us. Here u; corresponds to the numerical
solution when K = K;, in the conditions of Figure [.7]

the convolution K *u close to the boundary 0f2, one would have to extrapolate
u outside of € itself. To circumvent this, we consider the following problem on
the bounded domain  C RY :

up = /Q [m(ay + Bx)u(t,y) — m(ax + By)u(t, z)] K (y — x)dy. (4.49)

In other words, we assume that any jump that would leave € is in fact omitted.
The functions pr and p% appearing in subsectionare in fact steady states of
with Q = Qr = B(0, R) C RY, and we have checked that our numerical
solution converge towards them for some large values of R. As mentioned in
subsection the steady states pr and p% typically converge, as R — +o0,
to a steady state of , locally uniformly in RY.

4.5 Summary and perspectives

For the modelling of multi-dimensional nonlocal heterogeneous diffusion, we
have proceeded as follows : to any possible path (z,y) we have assigned a disper-
sal kernel K (x,y;-) such that K(x,y; —2) = K(x,y; z), and relevant quantities
for this path are

m(z,y) = . K(z,y;2)dz the total jump rate,
R

and

[ el i)z
g(x,y) = RY the average jump length.
K(z,y;2)dz
RN

Also, for p € RN, we have defined

D(p) := (dij (p) == f/ ziz; K(p, p; z) dz) the diffusivity matrix.
RN 1<i,j<n
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4.5.1 A single deciding factor
First we have considered the case
K(z,y;2) «+ K(ax + fy;2), a+p=1

We have revealed, in the focusing kernel limit, the connection

Nonlocal model 4=272% diffusion equation , or ,

which is possibly anisotropic. In the so-called orthotropic case, the diffusivity
matrix is diagonal and the limit diffusion equation is recast

up=V- (ID)q(:I:) (V : (I[))l_q(x)u))).

In the so-called isotropic case, the diffusivity matrix is scalar and the limit
diffusion equation is recast

u =V- (Dq(m)V(Dl_q(x)u)).

The following examples recover some standard diffusion laws and are worth
being mentioned.

Deciding factor Limit diffusion equation Limit law

a =1, departure point uy = A(D(x)u) Chapman’s law
o =2, “close to departure” | uy =V - (D(x)%V(D(x)%u)) Wereide’s law
o= %7 middle point uy =V - (D(z)Vu) Fick’s law

a = 0, arrival point up =V- (DQ(x)V (ﬁ))

Furthermore, in the framework K (ax + By; z) < m(ax + By)K(z), we have
investigated the form of the steady state solutions. This revealed that, as «
increases, the population shifts away from the positions where m is large and
settles in positions where m is small. In some situations, the steady states are
fully determined by « and m. Nevertheless, when « ¢ {0, %7 1}, we have tested
the influence of different kernels K and noticed some subtle differences on the
shape of the steady states. It seems that, the heavier the tails of K, the more
the solution concentrates, which is slightly counter-intuitive. Understanding how
the steady states are determined by the interplay of «, m and K appears very

challenging and deserves further investigations.

4.5.2 Two deciding factors

Next we have considered the case
K(z,y;2) <« v(d'z + fy)K(ax + By;2), a+pf=ao +5 =1.

We have revealed, in the focusing kernel limit, the connection

Nonlocal model (4.30 % diffusion equation (4.32)), or (4.36]),
q'=2—2a'
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which is possibly anisotropic. In the so-called orthotropic case, we refer to Re-
mark[4.6] In the so-called isotropic case, we refer to Remark[4.7]and the following
examples are worth being mentioned (where D.F. means deciding factor).

D.F. for average jump length | D.F. for total jump rate | Limit diffusion equation

a =1, departure point o = %’
a = 1, departure point o' = 3, “strange” point =V

2 v

(z)

1

middle point u =V - (v(z)V- (v z)D(z)u))
- (v(z)D(x)u))
)

27
a= %7 “close to departure” o = %, middle point

\%

U = . ( -1 \Y
«a = 5, middle point o' =1, departure point | u; =V - (v~ (z)D(2)V - (v(z)u
Uy = . (

\V/vD(x)V - (\/v~1D(z)

u))

In particular this reveals that, in the case of two distinct deciding factors, the
diffusivity matrix is not enough to characterize heterogeneous diffusion. More
precisely, the choice of two deciding factors allows us to recover the whole range
of local diffusion equations that has been derived from kinetic equations in [105].

4.5.3 Many or infinitely many deciding factors.

The two above subsections suggest that, as the number of deciding factors
increase to account for more general heterogeneity, one may recover new local
models through the singular limit procedure. In particular, it is worth pointing
out that Wereide’s law does not only appear as a limit of a single deciding factor
“close to departure” (see subsection [4.5.1)), but also as the singular limit of the
focusing kernels associated with e did not detail this computation since
it proceeds similarly to what we have presented. In other words, the nonlocal
Stratonovich model does converge to the Stratonovich type diffusion, as one
may expect. We believe that generalizations of , for which the whole path
decides, deserve further investigations.
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Résumé

Dans cette thése nous considérons des équations aux dérivées partielles non-
locales, et des équations intégro-différentielles, qui servent de modéles pour la
biologie évolutive. L’objectif est de faire une analyse mathématique rigoureuse
des phénomeénes d’extinction, de survie et d’invasion dans ces modéles puis d’en
retirer une interprétation biologique pertinente. Dans un premier temps, nous
envisageons une population affrontant un gradient environnemental linéaire, i.e.
le trait optimal dépend linéairement de la position en espace (par exemple la
température selon I’axe Nord-Sud). On montre que, sous certaines conditions sur
la donnée initiale, la solution se propage en espace en accélérant. Nous donnons
également une estimation fine de la position asymptotique des ensembles de ni-
veau de la solution. Dans un deuxiéme temps, nous considérons un modéle avec
un gradient environnemental non-linéaire. Par des techniques de perturbation,
nous construisons des états stationnaires et, lorsque le gradient est périodique,
des fronts pulsatoires. Notre analyse révéle ainsi comment la répartition a ’équi-
libre de la population et sa dynamique d’invasion sont affectées par le gradient
non-linéaire. Enfin, nous introduisons de nouveaux modéles de diffusion non-
locale, hétérogéne et anisotrope. Nous en étudions les liens avec des modéles
de diffusion locale présents dans la littérature ainsi que les états stationnaires.
Notre approche fait intervenir la notion de “points décideurs”, et apporte un
éclairage nouveau sur la “position préférentielle des individus”.

Mots-clés : écologie évolutive, équations de réaction-diffusion, modéles non-
locaux, phénoménes d’invasion, gradient environnemental, diffusion hétérogéne.

Abstract

In this thesis we consider several nonlocal partial differential equations and
integro-differential equations, arising from evolutionary biology models. We aim
at performing a rigorous mathematical analysis of extinction, survival and inva-
sion phenomena of these models that lead to relevant biological insights. Firstly,
we look at a population facing a linear environmental gradient, that is the op-
timal trait is linearly dependent of the spatial position (say the temperature
along a north-south axis). We show that, under certain conditions on the ini-
tial data, the solution spreads in space by accelerating. We also give precise
estimates of the asymptotic position of the level sets of the solution. Secondly,
we consider a model with a nonlinear environmental gradient. Using perturba-
tive techniques, we construct steady states and, when the gradient is periodic,
pulsating fronts. Our analysis reveals how the distribution of the population at
equilibrium and its invasion dynamics are affected by the nonlinear gradient.
Finally, we introduce new models with nonlocal, heterogeneous, anisotropic dif-
fusion. We investigate their connections with local diffusion models found in
the literature, as well as their steady states. Our approach involves the notion
of “deciding factors”, and sheds light on the “preferential position of individuals”.

Keywords : evolutionary ecology, reaction-diffusion equations, nonlocal mo-
dels, invasion phenomena, environmental gradient, heterogeneous diffusion.
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