TD 37 : Variables aléatoires

Déterminer une loi

# Soit X une v.a. qui suit une loi binomiale de
parametresn € Net p € [0, 1] . Quelle est laloi de la v.a.
Y=n—-X?

*#:  Une piece truquée a une probabilité p €
}0, 1 [ d’obtenir face et 1 — p d’obtenir pile. On lance
la piece continuellement et on s’arréte ou bien apres
avoir obtenu pile pour la premiere fois, ou bien apres n
lancers (n € N*). Soit X la v.a. qui donne le nombre total
de “face” obtenus.

1) Déterminer laloide X.

2) Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi, i.e. que la famille
(P(X = k))rex (o) est une densité de probabilités.

## Une urne contient n boules numérotées de
1 an. On tire une boule de I'urne, on la remet puis on en
tire une seconde. On note X la v.a. égale au maximum
des deux numéros obtenus.

1) Déterminer P(X < k) pour toutk € [1,n].
2) En déduire la loi de X.

@ #% Un examen est passé par n candidats.
Chaque candidat réussit I'examen avec une probabi-
lité p. En cas d’échec, le candidat passe un examen de
rattrapage, qu’il réussit avec la méme probabilité p. On
note X le nombre de candidats ayant réussi I'examen,
avec ou sans rattrapage. Déterminer la loi de X.

Conditionnement et indépendance

(5 )#% Soit Q un univers finietA,B € Z(Q). Mon-
trer que A et B sont indépendants si et seulement si les
v.a. indicatrices 14 et 13 le sont.

@ *4:  Soit X,Y deuxv.a. indépendantes de méme
loi uniforme sur [[1,n]. Déterminer laloide X +Y.

*¥:  Soit X etY deuxv.a. indépendantes a valeurs
dans [1,n], avec

Vie[l,n] pi:=PX=i)=PY =i

n

Montrer que P(X #7Y) Z

l—p,

*#:  Soit X et Y deux v.a. indépendantes telles
que X ~ B(m,p) etY ~ B(n,p). Montrer que X +7Y ~
B(m+n,p) de deux fagons :

1) En utilisant un argument faisant intervenir la loi de
Bernoulli.

2) Par un calcul direct delaloide X +Y et en utilisant
le fait que la famille ({X = i})y<;<, estunS.C.E.

##% On dispose de n pieces, chacune ayant une
probabilité p € |0, 1] d’obtenir pile. On choisit de lan-
cer X pieces, ou X suit une v.a. de loi uniforme sur
{1,---,n}.Puis, on compte le nombre de piles obtenus,
ce qui définit une autre v.a. que 'on note Y.

1) Déterminer Y (Q).

2) Pour tout k € {1,---
P(Y = j| X =k).

3) En déduirelaloide?.

,n} et j € Y(Q), déterminer

##% On dispose de deux dés. L'un est parfaite-
ment équilibré, mais le second est pipé et donne 6 une
fois sur trois (les autres faces étant équiprobables). On
prend un dé au hasard et on le lance.

1) On obtient un 6. Quelle est la probabilité que le dé
tiré soit équilibré ?

2) On obtient un 5. Méme question.

Couples de v.a.

# On consideére deux v.a. indépendantes X et Y
qui suivent une loi de Bernoulli de parametre p € }0, 1 [
Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).
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* Soitn € N* et (X,Y) un couple de v.a. a va-
leurs dans [0, 7] dont la loi conjointe est

N ¢
l?.]e[[ 7n]] ( l? .]) 2"(”‘}‘1)
1) Déterminer et reconnaitre les lois marginales de
(X,Y).

2) Lesv.a. X etY sont-elles indépendantes ?

% Soitn > 2 un entier. On consideére deux va-

riables aléatoires X et Y a valeurs dans {1,2,--- ,n}.On
suppose que la loi conjointe de (X,Y) est donnée par
: . (i+7))
PX=iY=j)=——"—
( b /) n?(n+1)

pour tout (i, j) € {1,2,--- ,n}z.

1) Vérifier qu'il s’agit bien d’une loi de probabilité,
ie. que la famille (P(X =i,Y = j)),; ;<, est une
densité de probabilités.

2) Déterminer la loi marginale de X, puis celle de Y.

3) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépen-
dantes ?

###r  Une famille a deux enfants.

1) L'enfant ainé est une fille. Quelle est la probabilité
que les deux enfants soient des filles ?

2) L'un des enfants est une fille. Quelle est la probabi-
lité que les deux enfants soient des filles ?

3) L'un des enfants est un garcon né un matin (entre
minuit et midi). Calculer la probabilité que le
deuxieme enfant soit un gargon et montrer qu’elle
est comprise entre 40% et 45%.
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