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Résumé

Au cours de ce stage, on a étendu & un modéle en dimension supérieure,
un encadrement de la vitesse asymptotique de propagation d’une solution de
I’équation de Fisher-KPP. Cet encadrement concerne le cas ou la condition
initiale est & queue lourde, i.e. décroit plus lentement que toute exponentielle &
I'infini.

La premiére étape a été de définir, dans le cadre de la dimension supérieure,
ce que signifie avoir une queue lourde pour la condition initiale. Plusieurs pistes
ont été retenues, et c’est au cours de la deuxiéme étape que la bonne définition
a été trouvée.

La deuxiéme étape a été de construire de maniére explicite les sur- et sous-
solutions pour obtenir I’encadrement. Plusieurs difficultés ont été surmontées : la
présence d’un terme non-local, I’extension de la sous-solution depuis une bande
étroite & une bande large, entre autres. Plusieurs constructions étaient possibles,
notamment pour la sous-solution, et cela a mené a plusieurs améliorations suc-
cessives des résultats obtenus, en termes de précision et de généralité.

Enfin, on a exhibé un état stationnaire de notre modéle et proposé une
conjecture sur la convergence locale de la solution en temps long vers cet état
stationnaire. Cette conjecture est étayée par des simulations numériques et par
des résultats similaires obtenus dans un modéle trés proche, mais plus simple
que celui de ce rapport.

Mots-clés libres : Fronts d’invasion, vitesse asymptotique de propagation,
modéles non-locaux, écologie évolutive
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Introduction

Les équations de réaction-diffusion sont un des principaux domaines de re-
cherche en mathématiques appliquées. L’équation de Fisher-KPP, qui sert de
base & la grande majorité des modéles, est toujours un sujet de recherche au-
jourd’hui. Ce type d’équations intervient de maniére récurrente en neurosciences,
en écologie, en dynamique des populations, ou encore en chimie.

Bien qu’on ne connaisse pas la solution exacte de ces équations, une ap-
proche populaire pour analyser ces équations passe par l'étude de la vitesse
asymptotique de propagation des solutions, et dans certains cas la convergence
des solutions vers une certaine fonction.

C’est dans ce contexte que s’inscrit mon stage de Master 2, qui s’est dé-
roulé au sein de U'Institut Montpelliérain Alexandre Grothendieck, rattaché a
I’Université de Montpellier.



Premiére partie
Contexte et état de 'art

1 L’équation de Fisher-KPP

1.1 Présentation

On appelle équation de Fisher-KPP 1’équation suivante :

8fu_8xxu:f(u)? t>07 'IER’
u(0,x) = up(x), z €R,

ol f est une fonction C' qui vérifie

f(0) = f(1) =0,

0< f(s) < f'(0)s, s€]0,1], @)
f(0) >0,

f(1) <0,

tandis que ug est uniformément continue et vérifie

{uo(ac) €10,1], z€eR,

On admettra que pour toute condition initiale ug vérifiant (3), il y a existence
et unicité d’une solution u € CH?(R% x R)NC?(R4; L>°(R)) au probléme (1)-2.

L’équation (1) a été étudiée indépendamment en 1937 dans [7] et [9]. Elle
intervient notamment en dynamique des populations (ou l'inconnue u(t, z) peut
représente une densité d’individus), ou en cinétique chimique (o u est la concen-
tration d’une molécule). Dans la suite, on adoptera le point de vue ou u repré-
sente une population d’individus.

L’équation de Fisher-KPP est I’'un des modéles les plus simples d’équation
de réaction-diffusion. Le terme —3J,,u correspond & la partie diffusion : la po-
pulation se déplace 14 ot il y a peu d’individus, ce qui a tendance & uniformiser
la densité en temps long, comme pour I’équation de la chaleur. Le terme f(u)
correspond & la partie réaction : il représente la variation de la population par
la naissance ou la mort. On notera que f ne dépend pas de t, .

Nous verrons en section 1.2 que les hypothéses ci-dessus entrainent que que
u(t, z) € [0, 1] pour tous (¢, ). Le fait que la densité de population reste positive
est naturel. Le fait que cette densité est majorée par 1 signifie que ’environne-
ment est saturé pour cette valeur limite : il ne permet pas d’accueillir davantage
d’individus (manque de ressources, etc).

L’équation (1) est dite de Fisher-KPP en raison de la condition f(s) < f/(0)s
sur ]0, 1], et la fonction f est alors dite de Fisher-KPP. A titre d’exemple, f(u) =



u(1 — u) est de type Fisher-KPP, tandis que f(u) = u?(1 — u) ne lest pas car
sa dérivée en 0 est nulle. Cette condition implique en particulier que le rapport
f(s)/s, qui représente le taux de naissance par téte, est maximal en s = 0.
Autrement dit, la population se reproduit d’autant mieux que la densité u est
petite (mais strictement positive). Sans le terme diffusif —d,,u, la solution de
léquation v'(t) = f(u(t)) tend ou bien vers ’équilibre instable 0 si ug = 0, ou
bien vers I’équilibre stable 1 si ug €]0, 1].

Ainsi, on est en présence de deux effets : la diffusion qui tend & étaler la ré-
partition dans I’espace des individus, et la réaction qui fait tendre la population
vers 1. Dans le cadre Fisher-KPP, nous verrons que cela conduit & la survie de
la population u, et méme & la saturation de tout point de z € R, i.e.

Vr € R lim w(t,z) — 1.

t—+4o0

Enfin, on aura besoin de cette derniére hypothése sur f : il existe § > 0,
S0 €]0,1] et M > 0 tels que

f(s) > f'(0)s — Ms'™o, s €]0, sg].

C’est en particulier le cas si f vérifie les hypothéses précédentes et que f €
C10([0, s0)).

1.2 Préliminaires

Dans cette section, on expose quelques résultats importants de 'annexe, qui
seront utiles tout au long de ce rapport.

Soit N € N* et  un domaine (i.e. ouvert connexe) de RY. On définit le
domaine cylindrique D :=]0, T[xQ ¢ RN*1, Soit P un opérateur uniformément
parabolique du second ordre sur D, dont la définition est donnée en annexe,
section 9.1 (en premiére lecture, on peut considérer N =1 et P = 0; — Oyz)-

Définition 1.1. Soit u € C12(D). On dit que u est une sous-solution (resp.
sous-solution) de I'opérateur P sion a Pu < 0 (resp. Pu > 0) sur D.

Les principaux résultats concernant les opérateurs paraboliques sont les prin-
cipes de comparaison.

Théoréme 1.2 (Principe de comparaison linéaire (domaine borné)). On sup-
pose que D est borné. Soit P un opérateur uniformément parabolique sur D.
Soient u,v € C¥2(D) N C(D). Alors

Py < Po, (t,z) € D,
u(t,z) <ov(t,z), (t,z)€[0,T]x 0N, = u <, (t,z) € D.
u(0,2) < v(0,2), T €D,

Dans le cas ot le domaine D est non borné, il faut une condition supplémen-
taire sur la croissance en |z| — +00 :



Théoréme 1.3 (Principe de comparaison linéaire (domaine non borné)). Soit
P un opérateur uniformément parabolique sur D. Soit w € C12(D)NC(D) telle
que w(t,z) > —Beblal’ pour des constantes B, 3 > 0. Alors

Pw >0, (t,x) € D,
w(t,z) >0, (t,z)€[0,T] x9N, = w(t,x) >0, (t,z)€ D.
w(0,z) >0, z€Q,

Remarque. Par linéarité, on obtient un principe2 de comparaison entre u,v €
CY2(D)NC(D) : si par exemple |u|, |v| < BePl*I", alors

Pu<P t D
{ u < Po, ( ,ZL’) €U, :>u(t’qj) < U(t,l‘), (t,JZ) eD.

u(t,z) <w(t,z), (t,z)ed,D

Dans cette section 1, on utilisera surtout le principe de comparaison non-
linéaire suivant, qu’on énonce dans un cadre trés restreint car cela nous suffit
dans ce rapport :

Théoréme 1.4 (Principe de comparaison non-linéaire). On suppose que D =
10, T[xRN. Soit u,v € C2(D) des solutions bornées de ’équation Oyw — Aw =
F(w). On suppose que F et F' sont continues et bornées sur U, ow U est un
ouvert qui contient les valeurs prises par u et v.

Alors, si u(0,z) <v(0,7) sur RN, on a u(t,x) < v(t,x) sur D.

Voici une premiére application du théoréeme 1.4 :

Corollaire 1.5. On suppose que ug vérifie (3). Alors la solution u(t,z) du
probléme (1)-(2) vérifie 0 < u(t,x) < 1 pour tous (t,z).

Démonstration. Soit T > 0. Comme u € C°([0,T], L>(R)), on en déduit qu’elle
est bornée sur [0,7] x R. Ensuite, on remarque que u = 0 et 7 = 1 sont des
solutions particuliéres de (1). Comme

u(0,2) =0 < up(z) < 1=1u(0,z),

on en déduit le résultat par le théoréme 1.4. O

1.3 Des solutions particuliéres : les fronts de propagation

On considére ici ’équation de Fisher-KPP sans condition initiale :

UV — Vg = f(V), t>0, x €R,

et on cherche une solution particuliére sous la forme v(t,z) = .(z — ct) pour
un ¢ > 0. La fonction v consiste donc en un profil y — ¢.(y) qui se propage vers
la droite a vitesse c. Elle est solution de 1’équation ssi ¢, vérifie 'TEDO

oL (y) +epl(y) + flee(y) =0,  yeR. (4)



En outre, on dira que ¢, est un front si elle vérifie

0<ec(y) <1 VyeR,
@C(y) — 17 ) — —0Q,
we(y) — 0, Yy — 400

Enfin, on notera que comme 'EDO est autonome, elle est invariante par
translation. Si . est un profil solution (resp. un front solution), il en est de
méme pour @.(-+ &) pour tout £ € R. L’existence et I'unicité de telles solutions
est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.6. Soit ¢* =2,/f/(0) > 0.
— Pour tout ¢ > c¢* il existe un front p., unique & translation pres, solution
de (4). De plus, ¢, < 0 sur R.
— Si0 < c < c*, il existe un profil p., unique a translation prés, solution de
(4). Cependant, p. présente des oscillations autour de 0 quand y — +00
et n’est donc pas un front.

Ce théoréme justifie entre autres la notation ¢. employée : pour tout ¢ > 0,
le profil ¢, est unique modulo les translations. Pour ¢ < ¢*, le profil ¢, vérifie
we(—00) =1 et p.(+00) = 0, mais il présente des oscillations autour de 0 quand
y — 4oo (cf figure ...).
La preuve du cas ¢ < c*repose sur une étude simple du portrait de phase
autour de 0, qui est un état instable du fait que f/(0) > 0. Lorsque ¢ < ¢*, I’état
0 est une spirale ce qui explique les oscillations (Figure 1). Lorsque ¢ > c*,
Pétat 0 est un noeud et donc ¢, ne présente pas d’oscillations & U'infini (Figure
2). Toutefois, pour montrer que ¢, est bien un front lorsque ¢ > ¢*, la preuve
est beaucoup plus longue et nécessite 'utilisation du principe du maximum (cf
section 9 en annexe). Pour cette raison, nous ne détaillerons pas la preuve de ce
théoréme.
Mentionnons enfin que ¢.(y) est solution de (4) ssi p_.(—y) est aussi solu-
tion. Ainsi, si on cherche des solutions qui se propagent vers la gauche, donc
avec une vitesse ¢ < 0, alors par symétrie on a un résultat similaire au théoréme
1 (en symeétrisant la notion de front pour ¢ < 0) :
— pour —c* < ¢ < 0, il existe un profil ¢, unique & translation prés,
solution de (4). Cependant, ¢, présente des oscillations autour de 0 quand
y — —oco et n’est donc pas un front.

— pour ¢ < —c*, il existe un profil ¢., unique & translation prés, solution
de (4). Ce profil est un front dans le sens ou ¢, > 0, g.(—o0) = 0,
Ye(+00) = 1.

1.4 Résultats de convergence asymptotique

Revenons au probléme de Cauchy (1). A la fin de la section 1.1, nous avons
vu de maniére non formelle que la population « envahit tout I’espace au cours
du temps. Dans cette section, nous allons justifier cette assertion, et exhiber le
profil limite, quand ¢t — +o00, de u(t, -) dans certains cas particuliers.

10



y=x—ct

(8o

P s
R

e

° o
S

-0.4

€n

c

/

< ¢*. A droite, le profil obtenu. L’état

1
2

u(l—u), et ¢

0.2
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FIGURE 1 — A gauche, portrait de phase de (4) avec ¢, en abscisse et ¢
e y oscille quand y — +o0.

ordonnée, pour f(u)
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c

/
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état 0 est un noeud stable, et ¢,

y converge en décroissant strictement quand y — +oo.

)

= c¢*. A droite, le profil obtenu. L’état

u(l—u), et c=2
11

d’équilibre 1 est un point col, donc instable. L

FIGURE 2 — A gauche, portrait de phase de (4) avec ¢, en abscisse et ¢

ordonnée, pour f(u)



Théoréme 1.7 ([12], théorémes 8.1 et 9.2). On suppose que ug vérifie (3), ainsi
que

lim inf ug(z) > 0, uo(x) = 0 sur un intervalle de la forme [k, +o0l.
r——00

Alors il existe une fonction £(t) telle que la solution w(t,x) du probléeme

(1)-(2) vérifie
lu(t, ) = e (- =t + &)@ = 0,  quand t — +o0.
De plus, £(t) = O(Int) quand t — +o00.

Lorsque ug est & support compact, on peut montrer que u converge unifor-
mément vers .- sur [0, 400 et p_q« sur | — 00,0] (on aurait pu remplacer 0
par un réel quelconque), avec des shifts respectifs £, (t) et £_(t). De ce résultat,
on obtient facilement le corollaire suivant :

Corollaire 1.8. On suppose que ug vérifie (3). Alors pour tout ¢ < c*, la
solution u(t,z) du probleme (1)-(2) vérifie

‘ ilriftu(t,x) — 1, quandt — +oc.
z|<c

Démonstration. Si ug est une condition initiale quelconque, comme ug # 0, il
existe une fonction vy qui vérifie vg Z 0, vy < wug, €t vg & support compact.
Soit v(t, z) la solution de (1) avec condition initiale vg. Alors par le principe de
comparaison non-linéaire (théoréme 1.4), on a v(t,z) < u(t,z) pour tout (¢, x).
Or, v converge vers .« sur Ry et ¢_o sur R_.

Soit maintenant § > 0 et ¢ < 0 tel que () > 1 — 4. Comme ¢ < ¢*, il
existe T' > 0 tel que pour tout ¢ > T on a ¢t — ¢*t < ¢. Donc pour z € [0, ¢t] on
a par décroissance de @« :

Ve (T — ) > pex(ct — c't) > e (C) 21— 0.

En prenant T éventuellement encore plus grand, on peut assurer par le théoréme
1.7 que v(t,x) > @« (x — ¢*t) — 6 sur [0, ct]. Ainsi, on a pour ¢ > T :

inf o(t,z) >1-—26.
0<z<ct

Comme § a été choisi quelconque, et que v < u, on a le résultat. O

Ce résultat montre que toute condition initiale, aussi petite soit-elle, entraine
une invasion de tout l’espace avec une vitesse asymptotique au moins c¢*, dans
les deux directions. Ce phénoméne est appelé le “Hair Trigger Effect”.

Théoréme 1.9 ([12], théorémes 8.2 et 9.3). On suppose que ug vérifie (3), ainsi
que

lim inf ug(z) > 0, ug > 0, ug(x) ~ Ae™
T——00 “+oo

12



avec A >0 et 0 < a < a* :=/f"(0). Soit ¢ donné par
f'(0)

c=a+ ——.
!
Alors il existe £ € R tel que la solution u(t,z) du probléme (1)-(2) vérifie

[Ju(t, ) = @c(- = ct +&)||Le@ — 0, quandt — +oo.

Lorsque « est égal & la valeur critique o, alors u se propage asymptotique-
ment 4 la vitesse ¢* = 2,/ f'(0) et il converge uniformément vers @¢«(- — ¢*t +
&(t)) avec £(t) = O(Int).

Lorsque o« > «*, on peut encadrer ug par une fonction vy & support compact
et une fonction wo(z) ~ Ae~* * quand 2 — +o0. Si on note v (resp. w) la
solution de (1) avec pour condition initiale vy (resp wy), alors par le principe de
comparaison non-linéaire, on a v < u < w sur Ry x R. Or, v et w convergent
vers @+ (bien qu’avec des shifts différents). Donc u se propage aussi a vitesse
c*, et converge en fait encore vers @ - avec un shift variable £(¢t) = O(Int). Il en
va de méme si uo décroit plus rapidement que e~ * 3 Dinfini.

De fagon trés informelle, on peut justifier le théoréme 1.9 de la maniére
suivante : pour ¢ > ¢*, on peut montrer que les fronts ¢. décroissent exponen-
tiellement vite quand y — +oo. Pour des grandes valeurs de y, ¢, est donc trés
proche de zéro et on peut chercher son expression comme solution de I’équation
(4) linéarisée en O :

pe +epe + f'(0)pe = 0.

Si on cherche ¢, sous la forme e =%, on trouve que « doit vérifier o —ca+f’(0) =

0, d’ou la relation entre ¢ et o du théoréme 1.9. Des deux racines a4 possibles,
une seule est inférieure & o*. Elle est donnée par a_ = % (c — /2 - 4f’(0)) >0

car ¢ > ¢* = 24/f'(0).

1.5 L’ensemble de niveau

Pour une fonction v(t,z) & valeurs dans [0, 1], on définit son ensemble de
niveau A €]0, 1] par :

E{(t)={x eR|v(t,z) = A},
pour t > 0. Si EY(t) est non vide pour ¢ assez grand, et si pour tout A €]0,1]
inf EX(¢) ~ sup E (¢) ~ ct, quand ¢ — 400,

on dira par extension que v se propage (asymptotiquement) a vitesse c.

Dans le cas particulier v(t,z) = @.(x — ct), Uensemble E{°(t) est réduit
a un singleton puisque ¢/, < 0, et on vérifie immeédiatement que EY{°(t) =
{ct + o1 (N\)}. Autrement dit, v se propage & vitesse c.

De maniére générale, on cherche rarement a déterminer explicitement u ou
meéme .. Les recherches liées & ’équation (1) et sur ses généralisations portent

13



plutot sur la vitesse de propagation (asymptotique) de u. On cherchera donc a
obtenir le meilleur encadrement possible sur E}(t) pour de grandes valeurs de
t. Voici un premier résultat simple :

Proposition 1.10. On suppose que u(t,-) converge uniformément vers p.(- —
ct + &(t)) sur R avec ¢ > 0. Alors pour tous A €]0,1[ et § > 0, il existe T > 0
tel que pour toutt > T on a

EX(t) C lpct (V) + et — £(t) = 8,07 1 (A) + et — £(1) +4].
En particulier, u se propage a vitesse c.

Démonstration. Pour plus de concision, on pose Uy (z) = ¢ (z — ct +£(t)). Soit
4 > 0et A €]0,1]. Comme ¥} < 0, et par continuité de Py, il existe e(A,d) > 0
tel que

Ate€]0,1],

UM A=) < U7 NN + 6,

T N +e) > 071N =6
Or, par hypotheése, il existe T > 0 tel que pour tout ¢ >

7')
U, (-)||loo < €. Alnsi, pour tout = € E¥(t), onau(t,x) = X € [¥y(x)—e, Uy(x)+e],
i.e.

N

o

s

IR
=
—
~

Ui(z) € [A—e, X +¢l,
Sz e [T (N +e), U (N —¢)),
=z € [T\ =6, ¥ () + 4],

d’ott le résultat car U, 1 (\) = o2 (A) + et — &(1). O
Ainsi, si ug vérifie les conditions du théoréme 1.7, u se propage & vitesse c*.

De méme si ug et f vérifie les conditions du théoréme 1.9, alors u se propage a
vitesse c. Dans tous les cas, comme u converge vers ¢, avec ¢ > ¢ > 0, on a

liminf u(t,z) — 1, quand ¢ — oo,
r—r—00
lim sup u(t, x) — 0, quand t — oo,
r—r+00

et ceci, conjugué avec l'estimation E{(t) ~ ct, donne immédiatement que

inf w(t,z) — 1, v <e,
z<c't t—o00
sup u(t,z) — 0, Ve > e
z>c't t—o00

Si par contre ug est & support compact, alors on a
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inf wu(t,x) =2 1, Ve <,
—00

|z|<c't
sup u(t,z) — 0, ve > c.
|| >c't o0

Dans tous les cas, u relie les deux états d’équilibre, 0 et 1, et I'invasion se produit
dans une région qui se déplace a vitesse c.

1.6 Cas ol ug est a queue lourde

On a vu que si ug est & décroissance plus rapide qu’une exponentielle, alors
u se propage a vitesse c*. Il est alors naturel de se demander & quelle vitesse se
propagerait u si ug décroit plus lentement qu’une exponentielle. Cela motive la
définition suivante :

Définition 1.11. On dit qu’une fonction w: R — R est & queue lourde (en
+00) si
Ve >0, Jz. € R, w(z) > e % sur [z, +o0],

ou de maniére équivalente, si pour tout ¢ > 0, w(x)e*® — +o0o quand & — +o0.
A titre d’exemple, les fonctions suivantes sont & queue lourde (les équivalents
étant pris en +00) :
w(z) ~Cx™®, C>0,a>0,
w(z) ~C(lnx)™, C>0,a>0,
w(z) ~Ce™" C>0,0>0,a€l0,1].

Une conséquence facile & établir est la suivante :

Proposition 1.12. On suppose que ug vérifie (3), est a queue lourde, et vérifie

lim inf ug(z) > 0, ug > 0, lim wo(x) =0.

T—r—00 xr——400

Alors en notant u la solution de (1)-(2), Uensemble EY(t) est non vide pour
t suffisamment grand, et
inf EY ()

— +00.
t

En particulier, pour tout ¢ > 0, on a EY¥(t) > ct pour t assez grand.

Démonstration. Soit ¢ > ¢* > 0 quelconque. Soit « €]0,+/f'(0)] tel que ¢ =
a+ f'(0)/a. Soit maintenant x, € R tel que pour = > z, on a ug(x) > e~ **.
On pose

m = | inf ]uo(x),
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et on affirme que m > 0. En effet, il existe x_ tel que

1
.. . <
up(x) > 5 Eg}rguo(x), x<az_
tandis que ug est minorée par une constante strictement positive sur le compact
[x_,24]. D’ott m > 0. On pose alors

m, T < T,
’Uo(],') = —a(z—zq)
me o) x> Ty

Comme ug(z) > vo(z), on en conclut par le principe de comparaison non-linéaire
que u(t,z) > wv(t,x). Or, par le théoréme 1.9, v converge vers ¢., et donc
E3(t) ~ ct quand t — +o0.

Si on prouve que EY(t) est non vide pour ¢ assez grand et pour tout A €]0, 1],
alors la démonstration est terminée : en effet, on a inf E{(¢) > inf EY(t), donc

inf B (t) S inf EY(¢)

; > ; — ¢, quand t — +o00.

Or, c a été pris quelconque. On en déduit que inf EY(t)/t devient plus grand
que toute constante quand ¢ — 400, d’ou le résultat.

Il reste donc & prouver que EY(t) est non vide pour de grandes valeurs de ¢.
11 suffit pour cela de montrer que

liminf u(t,z) — 1, quand ¢t — oo,
r—r—00
lim sup u(t, x) — 0, quand t — oo.
T—+00

La premiére assertion est vérifiée pour v(¢,x) car v converge vers .. Comme
u(t,x) > v(t, ), cette assertion est aussi vraie pour u. Pour prouver la seconde,
on regarde w la solution de ’équation

Ow — Ogew = f'(0)w, xR, t>0,
w(0,z) = up(x) rz e R

Or, on remarque que
0w — Opzu — f(0)u < Oyu — Opzu — f(u) = 0.

Donc u est une sous-solution de l'opérateur 0y — 9, — f/(0). Comme de plus
u(0,2) < w(0,x), on a par le principe de comparaison linéaire (théoréme 1.3)
que u(t, x) < w(t,x) pour tous (t,z).

Or, w(t,x)e’f'(o)t est solution de 1’équation de la chaleur avec condition
initiale ug. On en déduit que pour tout t > 0 et z € Ron a

1
L / eV Mg (z — y)dy.
R

w(t, e~ IO
(t2) Vart
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On se fixe t > 0. Montrons que lim,_, 1 o w(t,z) = 0. Comme limq, ug = 0, pour
tout & > 0 il existe 24 tel que ug(z) < e si > 4. Ensuite, soit yp € R tel que

1 Foo

2
eV /M < g
4t Sy,

Alors, on a
w(t,z)e ! (01

1
T /Re_yz/‘“uO(x —y)dy,

1 voo 2 /4t 1 e —y?/4t
:\@/ eV g (e — y)dy + / eV Mg (z — y)dy,
N ;

1 oo 2 1 Foo 2
< / eV My (z + y)dy + / eV /My,
~vo Y

Vart

car up < 1. Soit ensuite x > x4 + yo. Alors pour y > yo on a ug(z + y) < ¢,
d’ou :

’ £ +oo 2
w(t,z)e ! (O / eV /4 g
4t J—y,

a2
eV /M e
R

IN

"3

A

ﬁ

4t

€,

IN
Do

d’ou le résultat. On en déduit que u(t,z) — 0 quand = — 400, et ce pour tout
t > 0. La preuve est terminée. O]

On sait ainsi que la vitesse de E¥(¢) est sur-linéaire si ug est & queue lourde.
Autrement dit, la solution u accélére au cours du temps et on a inf < u(t,z) —
1 quand ¢t — 400, et ce pour tout ¢ € R. On peut toutefois estimer plus
précisément l’ensemble de niveau pour des fonctions qui vérifient la condition
suivante :

Définition 1.13. On dit qu’une fonction w: R — R vérifie la condition (Q) si :
1. w est uniformément continue et bornée sur R,
2. liminf_w >0, w > 0, limy o, w =0,
3. 3¢ € R tel que w soit C? et décroissante sur [£g, +0ol,
4. w"(z) = o(w(x)) quand & — +o0.
Par hypothése, ug vérifie 1. et la proposition 1.12 montre que si en plus
ug vérifie 2. et est & queue lourde, alors la vitesse de propagation de u est sur-

linéaire. De maniére remarquable, une fonction qui vérifie (Q) est nécessairement
& queue lourde, comme le montre la proposition suivante :
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Proposition 1.14 (|8]). On suppose que w vérifie (Q). Alors w'(z) = o(w(x))
quand x — +oo, et w est a queue lourde.

On donne la démonstration par souci d’exhaustivité, mais elle peut étre
omise en premiére lecture.

Démonstration. On pose g = w’ /w. Cette fonction vérifie donc ¢’ = w” /w — g2
sur [£p, +00[. Supposons par ’absurde qu’il existe € > 0 et une suite (y,,),, dans
[€0, +00[ tendant vers +oo, telle que |g(y,)| > & pour tout n. Alors il existe
N € N tel que pour tout n > N on a |w”|/w < €%/2 sur [yy,+oo[. Aprés
extraction par une sous-suite, ou bien g(y,) < —e, ou bien g(y,) > € pour tout
n.

Le premier cas entraine que g(z) < —e pour tout = > yx. En effet, supposons
par l’absurde qu’il existe 6 > yu la plus petite valeur telle que g(f) = —e. Alors
g (0) < e?/2 —e? = —£2/2 < 0. Absurde. Donc g < —¢ sur [yy, +o0o[. Ainsi
g <e?/2—¢e? = —£2/2 sur [yn,+oo[. On en déduit que g(z) — —oo quand
x — +o00. Par conséquent, pour z assez grand, ¢’ < —g?/2 car w” /w — 0. En
divisant par —g? < 0 et en intégrant, on trouve 1/g(z) > x/2, ce qui est absurde
car 1/g(z) — 0 quand & — +oc0. Contradiction.

Le second cas entraine que g(x) > & pour tout > yy. En effet, supposons
par I'absurde qu'il existe 6y > yn tel que g(fy) = . Alors ¢'(6p) < 2/2 —
g2 = —€2/2 < 0. Or, il existe n > N tel que y, > 6. Comme g(y,) > ¢,
on en déduit l'existence d’'un 6; > 6y tel que g(61) = € et g > e sur [01,yn].
Mais ¢'(f1) < —€2/2 < 0. Absurde. Donc g > ¢ sur [yy, +oc[. En particulier,
g () < —€?/2 sur [yn,+oof. Donc g(x) — —oo quand z — +oo. Mais g est
minoré par . Contradiction.

Ainsi, w'(z) = o(w(x)). On en déduit notamment que pour tout € > 0 il
existe x. tel que pour x > z. on a w'(x)/w(xr) > —e. Aprés intégration on
trouve Inw(z) > —ex, donc w(z) > e **. Comme cette inégalité est valable
pour € > 0 quelconque, w est & queue lourde. O

Lorsque wug vérifie (Q), on peut obtenir un encadrement de E%(t), ce qui
constitue le résultat principal de [8] :

Théoréme 1.15 ([8]). On suppose que ug vérifie (3) et la condition (Q). Soit
u la solution de (1)-(2).

Alors pour tous A €]0,1], € €]0, f/(0)[, v >0 et T > 0, il existe T\ 1 >0
tel que

BY(t) € upt ([rem 0@ rem T O=1)) v > T

La démonstration de ce théoréme étant trés longue, on se contente d’en
exposer les étapes : on construit une sous-solution u(t,z) du probléme avec
u(0,z) < u(0,z). On en déduit que u(t, x) < u(t,z). Ensuite, par construction,
inf F3(t) se propage vers la droite & vitesse uy (Te= ' (0=9)1) " ce qui donne la
borne inférieure de E}(t) dans le théoréme. Pour la borne supérieure, on fait
de méme avec une sur-solution %(¢,x). Toute la difficulté de la preuve est de
construire les bonnes sous- et sur-solutions.
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Faisons quelques remarques sur ce théoréme : d’une part, pour ¢ assez grand,
on a vu que EY(t) est non vide. D’autre part, pour ¢ suffisamment grand, les
nombres ye~ (/' (0+9)t ot Te=(f'(0)=9)t sont bien dans ]0, 1], et méme aussi proche
de zéro qu’on veut.

Ensuite, comme ug vérifie la condition (@), on peut trouver & > &, tel que
ug(z) > wp(&1) si & < &. On renvoie a la proposition 5.6 pour une preuve.
Ainsi, pour ¢ suffisamment grand, les réels ve_(f/(o)“)t et Te= (/0= gont
strictement inférieurs & wug(&1) et donc & ug(z) pour z < & . En utilisant la
décroissance de ug sur [£1,400[, on peut donc réécrire la conclusion du théoréme
1.15 par :

min ual(Fe*(f/(O)*E)t) <inf E}(t) < sup EY(t) < max ugl('ye*(f/(o)“)t).

On voit donc que la position des ensembles de niveau dépend uniquement du
comportement de ug quand z — +o0.
Enfin, on remarque que tous les ensembles E}(t) pour A €]0, 1] se retrouvent

dans la région ug* ([’ye*(f/(o)“)t,I‘e*(f'(o)*e)tD pour ¢ assez grand. On en
déduit en particulier que

inf u(t,x) — 1et sup u(t,x) — 0,
z<min “oil(rei(f/(o)ia)t) meaxual(ye*(f’(0)+st))

quand t — +oo. C’est donc dans cette région que se produit ’invasion.
Appliquons maintenant ces estimations aux exemples suivants de conditions
initiales & queue lourde,

uo () =11+ x_al[l,_;,_oo[, a >0, (5)
UQ(J,‘) :1]700,3[ + (lnx)_al[e#oo[, a >0, (6)
uo(%) =1) o0 + €7 10 4 oofs b>0,acl0,1]. (7)

Dans tous les cas, ces fonctions sont décroissantes, et ceci entraine que u(t,-)
est strictement décroissante pour ¢ > 0. En effet, pour tout h > 0, u(t, -+ h) est
solution de (1) avec ug(- + h) comme condition initiale. Or, ug(x + h) < up(x)
par hypothése. Par le principe du maximum fort (théoréme 9.6 en annexe), on
en déduit que u(t,z + h) < u(t,z) pour tous t > 0 et x € R (si on avait égalité
en un point, cela entrainerait que ug(- + h) = ug(-), ce qui n’est manifestement
pas le cas). Ainsi, EY(t) contient au plus un élément pour ¢ > 0.

Dans le cas (5), on obtient pour ¢ assez grand :

ﬁe(fl(o)*f:)t/a < BNt < #e(f/(oﬂf)t/a.

Ainsi, u se propage a une vitesse exponentielle.

Dans le cas (6), on obtient pour ¢ assez grand :

1 I
exp (Mew (©) e)t/a) < BU(H) < exp (71/“ of <o>+e)t/a> .
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Ainsi, u se propage a vitesse sur-exponentielle.
Dans le cas (7), on obtient pour ¢ assez grand :

1/a 1/a
(—Zlnf—l—ll)(f’(O)—e)t) < EY(t) < (—ll)lnw—i—ll)(f’(O)—l—e)t) .

Ainsi, u se propage a une vitesse en t1/e, sur-linéaire car 1/a > 1.
On voit donc que plus ug décroit lentement, plus u se propage rapidement,
ce qui est logique en vertu du principe de comparaison.

2 Un modéle en dimension supérieure

2.1 Présentation

Dans cette partie, on considére le modéle suivant :

8,57’1 - 892;8” - ayyn = ('F(ﬂf,y) - fn(ta myy/)dyl) n, t> 07 ('Tvy) € R27
n(O,x,y) :no(:r,y), (‘T7y) ERZ&

(8)

avec 7(z,y) = 1 — A(y — Bx)?, ot A, B > 0 sont des constantes. Ici, n(t,z,y)
représente la densité d’une population & l'instant ¢, selon la variable d’espace
x, et structurée selon un trait y qui influence leur survie. Enfin, la condition
initiale ng sera supposée continue et vérifier

no 5—'& 07
no(x7y) 207 anyERa (9)
Suppng compact.

Comme en dimension 1, le terme diffusif —d,,n dans (8) représente la migra-
tion de la population vers les zones & faible densité. Le terme —0d,,n représente
quant & lui les mutations dans l’espace des traits. Le terme de naissance et de
mort 7(z,y) est maximal selon le trait y = Bz, qui dépend donc de ’environ-
nement. On a également 7 > 0 dans la bande |Bx — 1/v/A, Bx + 1/v/A[. Enfin,
le terme intégral représente la compétition entre les individus de trait différents
qui se trouvent en z & l'instant ¢.

Ce dernier terme est dit non-local (en y) car la variation de n au point
(t,z,y) dépend de la valeur de n en des points (¢, z,2) avec z éventuellement
trés éloigné de y. A ce sujet, les résultats de cette section sont encore vrais pour
un terme non-local de la forme

/ K(t, 7,9,y )n(t, z,y')dy/,

ot K € L>(]0, +00[xR3) est tel qu’il existe k_,k, > 0 vérifiant k- < K < k.
Ceci permet modéliser de prendre en compte beaucoup plus de paramétres dans
la compétition. Toutefois, par souci de concision, on se contentera du cas K = 1.

Comparé au modéle scalaire de la section 1, le modéle (8) présente plusieurs
difficultés supplémentaires :
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— le terme de compétition est non-local. Pour cette raison, on ne peut
invoquer de principe du maximum ou de principe de comparaison entre
des (sur-, sous-)solutions de (8). Pour résoudre ce probléme, on utilise
un raffinement de 'inégalité de Harnack parabolique, ce qui permet de
borner ce terme par un terme local. Aprés quoi on peut & nouveau utiliser
les principes de comparaison usuels.

— le terme de croissance 7 dépend de (z,y). Pour généraliser les résultats
précédents, on aura besoin d’introduire les éléments propres d’un opé-
rateur elliptique. Les résultats sont assez similaires & la diagonalisation
des opérateurs auto-adjoints compacts : il existe une base de vecteurs
propres pour l'opérateur elliptique —0,,n —0yyn —7n. La fonction propre
principale, i.e. celle associée & la plus petite valeur propre (qui est dite
principale), est également utile pour construire les sur- et sous-solutions
nécessaires aux preuves.

— le terme de réaction peut étre strictement négatif, notamment hors de la
bande |Bx — 1/v/A, Bz + 1/+/A]. Ainsi la valeur propre principale peut
changer de signe selon les valeurs de A et B. Une conséquence est qu’il
peut y avoir extinction de la population, par exemple si A est trop grand
(et donc si la bande est trop étroite). On n’a donc pas nécessairement de
Hair Trigger Effect.

Si toutefois on a survie de la population, on s’attend & ce qu’elle envahisse
I’espace mais que sa répartition reste concentrée autour de la droite y = Bux,
14 ou elle a le plus de facilité & survivre. La question naturelle est donc de
déterminer la vitesse asymptotique de propagation.

Le modéle (8)-(9) a été étudié dans [2], avec un taux de croissance 7 qui
dépend du temps : 7#(y, —ct) = 1 — A(y — B(z — ct))?, et donc le trait optimal
4 un endroit z varie linéairement au cours du temps. Toutefois, par souci de
clarté, et parce que le modéle étudié dans la partie II ne présente pas une telle
dépendance, on se contentera de prendre ¢ = 0. Par ailleurs, le cas o1 B = 0
a été traité dans [5], et I’étude en est beaucoup plus simple. En effet, du fait
que 7 ne dépende plus de z, les fonctions propres de —0,,n — dyyn — 7n non
plus. Ainsi, lorsqu’on décompose u selon la base des fonctions propres de cet
opérateur, on peut se ramener & un systéme d’équations de Fisher-KPP. Une
telle approche n’est plus valide dés que B # 0, et il faut développer une autre
approche.

2.2 Préliminaires

On admet qu’il y a existence d’une solution positive n € C12(]0, +-00[xR?)N
CO([0, +oo[xR?) de I'équation (8), telle que n(t,x,-) soit bien intégrable en y
pour tous t > 0 et z € R.

Les résultats préliminaires ci-dessous sont tirés de [2]. On les énonce ici car
ils seront utiles lors de la partie II, ou ils seront redémontrés dans un cadre ot
les hypothéses sur ng seront moins fortes.

Théoréme 2.1. On suppose que ng vérifie (9). Alors il existe Now > 0 tel que
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pour toute solution n > 0 de (8), pour tous z,y € R

/ n(t,z,y)dy < Noo.
R

Théoréme 2.2. On suppose que ng vérifie (9). Il existe C,k > 0 tq pour toute
solution n > 0 de (8), pour tous r,y € R

n(taxay) < Cexp(iﬂlnymD' (10)

Ce théoréme montre en particulier que la population restera concentrée au-
tour de la droite y = Bx pour tout temps t.

Théoréme 2.3. On suppose que ng vérifie (9). Pour toute solution n > 0 de
(8), pour tous v,y e R ett >0 :

n(t, z,y) > 0.

2.3 Extinction possible de la population

On remarque que
~02aT5” = 0y, T57 — 7 (2, y)T7 = Nol5",

ol

No= VAT B -1, rf;D(w)::eXf’(‘i - @‘B””Q)'

1+ B2

On peut montrer que A\ est la valeur propre principale généralisée (cf annexe)
de Topérateur elliptique —0,5; — Oyy — 7(2,y), mais ce n’est pas utile dans ce
rapport.

Le signe de la valeur propre principale (éventuellement généralisée) joue un
grand roéle pour déterminer le comportement en temps long des solutions de
la plupart des problémes paraboliques. On renvoie & la section 8.4 pour plus
de détails. Dans le cadre du modéle (8), il est encore vrai que le signe de Ao
détermine si on a survie ou extinction de la population. Cependant, la preuve
est nettement plus technique.

Théoréme 2.4 ([3]). On suppose que \g > 0. Soit ng: R* — R, telle que
3K >0 n(t,z,y) < KT2P (2, y).

Alors toute solution n > 0 de (8) avec condition intiale ng s’éteint exponentiel-
lement vite quand t — +00 :

n(t,z,y) < KTFP (z,y)e "
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C’est en particulier le cas si ng vérifie (9). Une conséquence de ce théoréme
est que la population totale en x s’éteint exponentiellement vite. En effet :

/n(tx,y)dy < Ke_’\ot/ 2P (x,y)dy
R R

< Ke_AOt/FSD(O,y)dy
R
S K/@—)xot)

avec K’ > 0.
A TDinverse, si A\g < 0, nous allons voir que la population survit, et méme se
propage et envahit ’espace a une vitesse déterminée.

2.4 Vitesse de propagation

Pour une solution n > 0 de (8), on définit son ensemble de niveau p > 0 par

EL(t) = {x ER| /Rn(t,:my)dy = u} . (11)

C’est une généralisation logique de la dimension 1, le nombre d’individus pré-
sents en x a linstant ¢ étant [, n(t, 2, y)dy. La question qui se pose est donc de
savoir & quelle vitesse limite se propage le niveau p. Contrairement au cas de
léquation de Fisher-KPP (et au cas B = 0), on ne sait pas toujours vers quelle
fonction converge n quand ¢t — +oo. Pour cette raison, on ne sait pas exacte-
ment pour quelles valeurs de x I'ensemble E7;(t) est non vide quand ¢ — +oo0.
Par exemple, si A9 > 0, il est clair que E};(t) est vide si ¢ est suffisamment grand,
d’aprés le théoréme 2.4 et la discussion qui le suit.

Cependant, si A\g < 0, on sait que EZ(t) est non vide quand p est assez
proche de zéro, comme le montre le théoréme ci-dessous.

Théoréme 2.5 ([2]). On suppose que Ao < 0 et que ng vérifie (9).
Alors il existe une fonction : R — R avec ¢(+00) = 0, telle que toute
solution n > 0 de (8) vérifie

Vt>1,Vx € R/ n(t,z,y)dy < ¥(x — wt),
R

YVt >1,Vz € R/ n(t, x,y)dy < (—(r + wt)),
R
o1l
Ao
=24/ — .

w 1+ B2 >0
De plus, pour tout § €)0,w], il existe § > 0 tel que toute solution n > 0 de (8)
vérifie

vt > 1, / n(t,w't,y)dy > B, (12)
R

pour tout w' € [—w + §,w — 4.
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Ce théoréme montre ainsi que EJ;(t) est non vide quand p est inférieur ou
égal & un 3(9). On peut étre légérement plus précis, avec le corollaire suivant,
qui est une conséquence immédiate du théoréme 2.5 en termes d’ensemble de
niveau.

Corollaire 2.6. On suppose que Ao < 0 et que ng vérifie (9). Soit n > 0 une
solution de (8). Soient § €]0,w[ et B() le réel associé par le théoréme 2.5. Alors
pour tout p €]0, B[ il existe K > 0 tel que

—wt — K <inf Ejj(t) <sup E,(t) < wt + K,
et pour tous w' €]0,w — J[, on a
inf (E7(t) NRy)
w't
sup (B (t) NR_)

—w't

— 4o00,quand t — +00,

— 4o00,quand t — +o0.

Ainsi, dans le cas ou Ay < 0, toute solution n > 0 envahit ’espace dans
les deux directions & la vitesse £w. Contrairement a 1’équation de Fisher-KPP
scalaire, ou la solution tend vers 1 quand ¢ — +o0o localement uniformément en
espace, on ne sait pas a quoi ressemble ’état “envahi” par n. On sait seulement
que la population totale atteint au moins le niveau [, localement uniformément
en x.

Finalement, on voit que si A\g < 0, alors, modulo la question d’unicité de la
solution n > 0 :

I >0vVe eR n020,¢0:>/n(t,x,y)dy2ﬂ, quand t — +o0.
R

On est donc en présence d’un Hair Trigger Effect. Il faut cependant noter que
cela ne concerne que la population totale en z. L’espace R? tout entier n’est pas
envahi car en x € R le trait se concentre majoritairement autour de y = Bx et
décroit exponentiellement loin de ce point comme le montre I'inégalité (10), ou
les simulations numériques (Figure 3).
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FIGURE 3 — A gauche, la droite y = Bz en vert et la direction orthogonale
x = —By en rouge. A droite, la répartition de la population aprés un certain
temps pour éliminer les comportements transitoires. Il y a invasion dans la
direction y = Bz mais elle reste localisée dans la direction z = —By.

Deuxiéme partie

Travail effectué au cours du stage

3 Objectifs du stage

On a vu que pour ’équation de Fisher-KPP (1), la solution se propage a
vitesse asymptotique ¢* = 24/ f7(0) si ug est & support compact, et sur-linéaire
si ug est & queue lourde. Sous des conditions supplémentaires sur ug, on obtient
un encadrement de ’ensemble de niveau E¥ (t), comme précisé dans le théoréme
1.15.

Dans le modéle (8), on a vu que si ng est & support compact, alors la solution
se propage a une vitesse w. A ce sujet, on peut mentionner que le résultat obtenu
généralise en un certain sens celui de la dimension 1, car dans l’expression de w
le réel —)\ joue le role du terme f/(0) de ¢*, et la constante B n’est due qu’a un
changement de repére. On renvoie a la section 8.5 I’annexe pour plus de détails.

Une question naturelle est donc de se demander si on observe encore une
vitesse sur-linéaire pour n si au lieu de considérer ngy & support compact, on la
considére “a queue lourde”, avec un sens qui reste & préciser dans le cadre de la
dimension 2. C’est le sujet de mon stage et ’objet de cette partie II.

4 Préliminaires

On considére donc ’équation (8), qu’on réécrit ici

{(%n — Ogan — Oyyn = (F(z,y) — [pn(t,z,y)dy' ) n, t>0, (z,y) € R?, (13)

n(ovxay) =ng(z,y), (mvy) € R27
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avec 7(z,y) = 1 — A(y — Bz)?, o A, B > 0 sont des constantes. La condition
initiale ng sera supposée uniformément continue et vérifier

no 5—'& 07 (14)
no(z,y) >0, Vr,y€R,

avec la condition supplémentaire

3Cy, ko > 0, no(z,y) < Coexp(—koly — Bzl). (15)

Etant donné que 7(z,y) — —oo quand |y — Bx| — 400, une telle majoration de
no ne parait pas étre une hypothése trés limitante.

Pour l'instant, on ne fait pas de supposition supplémentaire sur ng. La condi-
tion de queue lourde nécessite quelques préliminaires, et sera exposée a la section
5.1.

On admet qu’il y a existence d’une solution positive n € C12(]0, +oo[xR?)N
C?([0,400[xR?) du probléme (13)-(15), telle que [, n(t,z,y")dy’ soit bien défi-
nie pour tous ¢t > 0 et x € R.

4.1 Propriétés de n

Dans cette partie, on adapte les preuves des résultats établis dans la section
2.2. Notre cadre est en effet plus général puisque ny n’est plus & support compact
mais doit seulement vérifier (15).

Théoréme 4.1. On suppose que ng vérifie (14)-(15). Alors il existe Noo > 0
tel que pour toute solution n > 0 de (13), pour toust >0 et z,y € R

/ n(t,z,y)dy < Neo
R

Démonstration. Par positivité de n, on a

On — Oyan — Oyyn < <1 - /n(t,z,y’)dy’) n

On admet qu’on peut intégrer cette inégalité selon y, et que dyn(-,-,y) — 0
quand |y| — +oo (cela découle d’estimations a priori sur les dérivées d’une
solution). En posant N(t,z) fR n(t,z,y)dy, on obtient :

N — 0y N < (1 — N)N.
Par ailleurs, toute constante K > 1 vérifie
0K — 0., K=0>(1-K)K.
Si on pose Noo = max(1,2Cy/kg), alors N(0,z) < 2Cy/kg < Ns. Donc, par le

principe de comparaison non-linéaire, on a N(¢,2) < N4, d’ou le résultat. O
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Théoréme 4.2. On suppose que ng vérifie (14)-(15). Alors il existe C,k > 0
tels que pour toute solution n > 0 de (13), pour toust >0 et x,y € R

n(t,x,y) < OeXp(—l‘i‘y - B'TD

Démonstration. Soit R > 1/v/A. On pose Qp = {(z,9) | |y — Bz| < R}. Pour
tous (z,y) € Qr41, il existe M > 0 tel que

|7’(y— Bac) — /n(t,x’y/)dm < ||7"||LOC(QR2) + Ny = M.

Ainsi, n vérifie une équation parabolique & coefficients bornés sur Qzy1 (on
considére l'intégrale comme une fonction de (¢, ), et non plus comme une fonc-
tion de n). On remarque que pour tout T € R, on a

Bz = BR2((E, Bf),R) C B]Rz((f, BT),R—F 1) C QR+1.

Soit 7 > 0. L’inégalité de Harnack parabolique (théoréme 10.1 en annexe) appli-
quée en R; = R et Ry = R+ 1 montre qu’il existe une constante Cy (7, R) > 0
tel que pour tout ¢ > 27, et tout T € R, on a :

max n(t—7,2,y) <Cyg min n(t, z,
(o, v) < Cn  mip, nlho.)

1 -
< —CgNi(t
1
< —CygNy.
< 3r
Comme le membre de droite ne dépend pas de T, et que UzBz = g, on en
déduit que

_ 1
max n(t—7,2,y) < —=CHgNs.
W, M T y) S g

On pose ensuite

AR? —1 Cy Ny
K = min <n0, 1+BQ> >0, K =max (I;R,Coem3> S 0.

Pour (z,y) € Q%, on définit p(z,y) = Ke#ly=Bz|=F) Op remarque alors que
sur Ry x 0%, ona:

0P — Ouwp — Oyyp — (@, y)p = (—K°B* — k* — #(z,y)) Ke "Iv=BI1=R)

— (K2(1 + B%) + (1 — AR?)) Ke~r{lv=Bal=R),
0,

v v

Donc ¢ est une sur-solution de l'opérateur ;¢ — Opatp — Oyyp — T sur 0%. Par
ailleurs, n est une sous-solution de ce méme opérateur car

O — Oygn — Oyyn — T = —n/ n(t,z,y")dy <0.
R
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Ici, 7 ¢ L>°(02%), ce qui empéche d’utiliser le principe de comparaison tel qu’il
est exposé dans le théoréme 1.3. Il existe toutefois une version plus générale
qu’on peut utiliser ici, donnée par le théoréme 9.9 en annexe. Ainsi, il reste
juste & vérifier que n < ¢ sur le bord parabolique. D’aprés ce qui précéde, on
an < HNy/2R < ¢ sur 0Qg. Enfin, ’'hypothése (15) entraine n(0,z,y) <
©(0,z,y) sur {0} x QF car Ke*? > Cy. Donc n < ¢ sur Q5.

Finalement, sur Qg, on a

Cy Cy ol Ba|—
< — < — k(ly—Bz|—R)
n(t,z,y) < QRNOO* 2RNOOe ,

et sur 0%, on a
n(t,z,y) < p(z,y) = Ke "5,

et donc en posant C' = max (K, ﬁCHNOO) ™ on a n(t,x,y) < Ce rly—B2l

pour tous t > 0 et z,y € R. O

Théoréme 4.3. On suppose que ng vérifie (14)-(15). Alors pour toute solution
n >0 de (13), pour tous v,y € R et t >0 :

n(t,z,y) > 0.

Démonstration. Avec la borne sur fR n(t, z,y)dy montrée précédemment, on a

Ogn — Opgn — Oyyn = 7(y — Bx)n — n/n(t7 x,y)dy
> (F— Noo)n.

Ainsi, n est une sur-solution de l'opérateur parabolique 0; — Opp — Oyy — 7 +
No. Supposons par I'absurde qu’il existe un point (to, o, ¥yo) avec to > 0 tel
que n(tp,xo,yo) = 0. Comme n > 0 par hypothése, n atteindra son minimum
sur R, x R? en ce point. On souhaite appliquer le principe du maximum fort
(théoréme 9.6 en annexe) sur Ry x R? pour conclure que n = 0 sur [0, %], ce
qui est absurde d’aprés (14).

Pour appliquer le principe du maximum fort, on n’a pas besoin d’hypothése
sur le signe de 7 — N, car la valeur du minimum considéré est zéro. Le dernier
obstacle est que 7 ¢ L>(R?). Il y a deux fagons de contourner ce probléme :
remarquer que la preuve du principe du maximum est encore valable si les
coefficients sont localement bornés, ce qui est le cas de 7, ou bien on peut le
prouver directement & partir de la version L :

Soit I'opérateur parabolique L = a;;0;; + b;0; + ¢, avec a;j,b;, ¢ € CO(R, x
R?) N L (R4 x R?), et soit v la solution du probléme

loc

v —Lv=0 (r,y) ER2, t >0
U(O,Z‘,y) :Uo(xvy) (l',y) ERQ
Vo ZO,%O
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FIGURE 4 — Représentation du changement de variable (17). En vert, la direction
X — +4o00. En rouge, la direction ¥ — +4oc0.

et montrons que v > 0 si t > 0. Soit R > 0 et By la boule ouverte de R? de
rayon R. On prend R suffisamment grand pour que vg|p, # 0. Soit w la solution
du probléme de Cauchy suivant, :

atw—L’U):O (xay)EBRa t>0)
w=0 (z,y) € OBk, (16)
w(oa I7y) = Uo(l',y)(p(fﬂ, y) (Iay) € BfRa

avec ¢ une fonction lisse telle que 0 < ¢ < 1, vy = 0 sur IBR, pvg £ 0. Les
coefficients de L étant bornés dans Bpg, le principe du maximum fort montre
que w(t,+,+) > 0 dans Bg pour ¢t > 0. Or, v est une sur-solution du probléme
(16) : en effet ¢ < 1 et v > 0 = w sur 9BR. On conclut que v > w dans Bpg,
donc v|p, > 0. Ceci est valable pour des valeurs de R aussi grandes qu’on veut,
ce qui termine la preuve. O

4.2 Un changement de variables utile

Avant de poursuivre, on pose le changement de variables orthogonal suivant
pour ’équation (8), représenté sur la Figure 4 :

r + By y — Bx

X =—=, Y = —, 17
V1+ B? 1+ B2 (a7)
X - BY Y+ BX

o= X 2BY _Y+BX 18
Vi VT AT (18)

Ce changement de variables est naturel, puisqu’on s’attend & ce que la po-
pulation envahisse ’espace selon les directions X — Z4oo en se concentrant
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autour de la droite Y = 0. Du fait qu’il est orthogonal, le laplacien —0., — Oyy
est conservé par cette transformation. Si on pose n(t,z,y) = v(t,X,Y), on
remarque que

B - B
/v(t,X,Y>dy—/v<t, Chl )dy,
R R V1+ B2 1+ B2
donc on obtient que l’équation (8) se réécrit, en posant r(Y) == 1 — A(1 +
B%)Y? &

St a3y
O — Oxxv — Oyyv = (r(Y) — Jzv (t, \;1+B2 , \/1+];2 ) dy) v,

v(0,X,Y) = v(X,Y),
(19)
ou 'on a posé vg(X,Y) = ng(z,y). Pour I'instant on suppose seulement que vy
vérifie

vo # 0,
V(X,Y) €R® wp(X,Y) >0, (20)
3Co,k0 >0 w(X,Y) < CoerolYl,

En plus de (20), on rajoutera des conditions de “queue lourde” sur vy dans la
section 5.1.

En particulier, on peut reformuler les théorémes 4.1 & 4.3 pour v :
N, >0,Vt >0, VXY € R, /v(t,X7Y)dy§Noo,
R

30,k >0,Vt>0,VX,Y € R,  o(t,X,Y) < Ce "VIFBII  (91)

Vt>0,VX,Y €R,  v(t,X,Y)>0.

4.3 Majoration du terme intégral

On dispose de la majoration suivante du terme intégral fR v(t, X, Y)dy :

Théoréme 4.4 ([2]). On suppose que vy vérifie (20). Alors pour toute solution
v >0 de (19), pour tous ty > 0 et (Xo,Yy) € R?, il existe M > 0 et Cpy > 0
telles que

Xo—BY, / Xo—BY( /
/U to viipr T BY TBUSE Y
R T V1i+ B2 1+ B2

3C

) dy' < Caro(to, Xo, Yo) + —e #M.
I

On donne la preuve par souci d’exhaustivité.
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Démonstration. On pose (g, yo) le point correspondant a (Xo, Yp) selon le chan-
gement de variable (18). Soit M > 0 tel que |yo — Bzo| = Yov/1+ B2 < M.
Alors, la majoration (15) donne

Xo—BY, / Xo—BY[ /
/v to v VBV TBURE Y
R ToVi+ B 1+ B?

= / n(t07 Zo, y/)dyl = / n(t()? Zo, B.TQ + y/)dy/
R R

<2M max n(tg,zo, Bxo+y) —i—/ Ce MYl dy. (22)
y€[—M,M] [—M,M]e

D’une part, on a trivialement [, .. Ce Mvldy < %e‘“M.

D’autre part, on peut appliquer & la fonction v un raffinement de I'inégalité
de Harnack, donné par le théoréme 10.2 en annexe. En effet, v est solution du
probléme parabolique

0w — Oxxv — Oyyv — c(t, X, Y)v =0,

ou

c(t,X,Y)=r(Y) —/

R

Vi+B2 T 1+ B2

est vu comme une fonction de (¢, X,Y") et non plus de v. De plus, comme v > 0,
onac(t,X,Y) <r(Y) <1, et par ailleurs, v(t, X, Y) < C, ot C est la constante
de l'inégalité (21). Ainsi, si on pose § = %e_“M >0, X = (x9,Bzg) et R =M,
on obtient

X—BY _ RX-BY
U<t vite t By Y Bm>d

max n(to,x,y) S CWH mlI'L n(to,:zz,y) + J.
(z,y)EB(X,M) (z,y)EB(X,M)

En particulier,

max n(tog,xo, Bro+y) < max n(to, x,
ye[—M,M] (fo, o 0+9) (z,y)€B(X,M) (to,2,9)
<Cy  min_ n(to,x,y) +0
(z,y)EB(X,M)

(z,y)eB(X,M)

<Cy ye[lflji\?M] n(to, zo, Bro +y) + 6

< C}-In(tovx07y0) + J.

Finalement, si on pose Cpy := 2MCY;, et qu’on injecte cette inégalité dans
(22), on obtient

Xo—BY, / Xo—BY, /

\/01+B20 +By -B \/01+B20 Ty / 3C —uM

v | to, , dy" < Caro(to, Xo, Yo) + —e .
R V1+ B? V1+ B? i

O
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4.4 Problémes aux valeurs propres

On renvoie a I’annexe pour plus d’informations sur les éléments propres d’un
opérateur elliptique.

On définit Popérateur elliptique L = dyy + r(Y). Sur | — R, R[, on pose A\{
la valeur propre principale de —L, et I'l? la fonction propre principale associée
de norme infinie égale & 1. En somme, on a donc

—OyyT§ —r(Y)IF = AT, Y €] -R,R|,

r&Y) >0, Y €] - R,R|,
I¢(£R) =0,
T |l = 1.

Sur R, on remarque que
—dyyTo — r(Y) = ALy,
ou
Xo = A1+ B?) -1,
To(Y) = exp (—;\/my2> >0, YeR

On a donc Ny < A\g(—L,R), ou Ag(—L,R) est la valeur propre principale gé-
néralisée de —L sur R (cf annexe). On admet que A\g = A\o(—L,R), et donc en
particulier que A — \g quand R — +oc.

5 Reésultats théoriques

5.1 Retour sur la condition de queue lourde

On rappelle la définition 1.13 :

Définition 5.1. On dit qu’une fonction w: R — R vérifie la condition (Q) si :

1. w est uniformément continue et bornée sur R,

2. liminf_,w >0, w > 0, lim; . w =0,

3. 3¢ € R tel que w soit C? et décroissante sur [£g, +00],

4. w"(z) = o(w(x)) quand x — 4o0.

On rappelle que, d’aprés la proposition 1.14, si w vérifie (@), alors w'(z) =
o(w(x)) quand x — 400, et w est & queue lourde.

Avec le théoréme 1.15, on a vu que si ug < 1, alors la solution u(¢,z) de
I’équation (1) avec condition initiale uy se propage a vitesse sur-linéaire, et on
peut donner un encadrement de ’ensemble de niveau EY (¢). En fait, on peut sans

difficulté se passer de la condition ug < 1 & condition de considérer ug/||uol|co
comme condition initiale. C’est I’objet du théoréme suivant :
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Théoréme 5.2. On suppose que w vérifie la condition (Q). Soit u(t,z) la so-
lution de Véquation (1) avec condition initiale uy = w/||wl||e. Alors pour tous
X €l0,1[, € €]0, f(0)[, v > 0 et T > 0, il existe Tx . ~,r > 0 tel que

EX(t) C w ! ([76_(f/(0)+5)t,Fe_(fl(o)_s)tD , Vt > Txep,r-

Dans les faits, T' dépend aussi de ||w||~, mais on omet cette dépendance
dans la mesure ou la condition initiale n’est pas une variable. Cette dépendance
est également omise dans les théoremes 5.3 et 5.4.

Démonstration. Les réels A\ e,v,T étant fixés, on pose IV = T'/||w||o et 7' =
v/||w||so- Le théoréme 1.15 est valide et donne qu’il existe Ty . /v > 0 tel que

1
E;\L(t) c (HU’}LT) ([’yle_(f,(0)+s)t,F/e_(f/(o)_s)t]) , vt > T/\,E,'y/,l““

Or,

1
(w) ([ye- v @+or, pre-u'@-an])
l[w]|oo
—w? ({%f(f'(owe)t’ Fe*(f'(o)*ﬁ)t}) .

d’ott le résultat pour ¢ > T ¢ r = T~ .17, Ol 'on a omis la dépendance en
||w]|oo de T O

La condition (Q) va permettre d’expliciter deux conditions supplémentaires
sur vg qui, dans un certain sens, rendent cette fonction “a queue lourde selon la
direction X”. Plus précisément, on fera I’hypothése que

vo(X,Y) <up(X)To(Y), VX,Y e R, (23)

ol Up est une fonction vérifiant la condition (@). On verra que (23) permet
d’obtenir la borne supérieure pour ’encadrement de I’ensemble de niveau de
n, noté EJ(t) et défini par (11). Ce n’est toutefois pas suffisant pour que v se
propage & vitesse sur-linéaire, comme le montre I’exemple d’une fonction vy a
support compact et le corollaire 2.6. Pour capturer complétement le phénomeéne
de queue lourde, et pour avoir la borne inférieure de Eﬁ(t), il faut en plus
supposer qu’il existe o > 0 tel que

w(X,Y) > ug(X), VX €]—o,0[, VY €R, (24)

ol uy, est une fonction vérifiant la condition (Q).

Pour justifier la dénomination de fonction vy “4 queue lourde selon la direc-
tion X”, on peut remarquer que les conditions (23) et (24) impliquent que la
fonction X — [, vo(X,Y)dY est & queue lourde en X — 400, et méme vérifie
les hypothéses de la proposition 1.12.
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5.2 Estimations de I’ensemble de niveau

Les théorémes ci-aprés constituent le résultat principal de ce rapport, et c’est
pourquoi ils sont exposés dans une section & part entiére. Les preuves étant trés
longues, elles seront données dans la section suivante.

On rappelle que 'ensemble de niveau p de n, noté (), est défini par (11).

<

Théoréme 5.3. On suppose que \g < 0 et que vo(X,Y)
vérifie la condition (Q).
Alors pour tous p > 0, € €]0, —Xg[ et v > 0 il existe T _ . > 0 tel que pour

" Y
tout t > Tu,e,w on a

Uo(X)Lo(Y) ok g

1
n(t, z,y)dy < pu, Vo > ——— max, | { e_(_’\0+5)t} .

On peut reformuler le résultat du théoréme 5.3 en termes d’ensembles de
niveau : 1
sup E}; (t) < Wewy:si max i, ' {'ye_(_)‘°+8)t} ,
avec la convention sup @ = —oco. En effet, contrairement & ’équation de Fisher-
KPP en dimension 1, on ne sait pas a priori pour quelles valeurs de p l’ensemble
EJ(t) est non vide quand ¢t — +o00. Ce sera 'objet du corollaire 5.5. Le théo-
réme 5.3 fournit donc une borne supérieure de I’ensemble de niveau £} (t). Le

théoréme 5.4 qui suit traite de la borne inférieure.

On rappelle quelques notations et résultats de la section 4.4. La valeur propre
principale de —dyy — r(Y) sur | — R, R[ est notée A\, et elle converge vers \g
quand R — +oo. En particulier, si Ay < 0, il existe R > 0 tel que A& < 0.

Théoréme 5.4. On suppose que Ao < 0. Soit ¢ > 0 quelconque et R > 0 tel
que \F < 0. On suppose que vo(X,Y) > uy(X) pour (X,Y) € Rx] — 0,0, ot
ug vérifie la condition (Q).

Alors il existe B > 0, tel que pour tous p €]0, B[, € €]0, =AF[, T > 0, il existe
Ty er.r =0 tel que pour t >T; 1 ona

1 R
n(t,z,y)dy > u, Vo < ——— minu; ! {Fe_(_’\o _E)t} .
/R (t,@,y)dy > p S e iy

On peut reformuler le résultat du théoréme 5.3 en termes d’ensembles de
niveau :

inf £, (t) > min ug * {Fe_(_)‘g_e)t} ,

1+ B?
avec la convention inf @ = 4+o00. Contrairement au théoréme 5.3, le théoréme 5.4
ne fournit une borne inférieure de £} (t) que pour les petites valeurs de p > 0.
On ne sait donc pas comment se répartit la population n dans la partie envahie
de I’espace. On sait juste que, en un x € R fixé, la population totale en z vérifie :

liminf/ n(t,z,y)dy > B.
R

t——+oo
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V1+ B?

FIGURE 5 — Si une population se propage a vitesse ¢ dans la direction X (en
vert), sa projection sur la direction z se propage a la vitesse ¢/v/1+ B? (en
rouge).

Le lecteur intéressé par la question peut se référer aux sections 6.1 et 6.2, ol on
tente d’apporter une réponse a cette question.

En conjuguant les théorémes 5.3 et 5.4 (ainsi que leurs hypothéses), on ob-
tient l'encadrement suivant pour £y (t) :

Corollaire 5.5. On se place sous les hypothéses des théorémes 5.3 et 5.4. Alors
il existe B > 0 tel que pour tous p €0, B[, € €]0, =AF[, T > 0 et v > 0, il existe
T =max(T; . r g, )i - o) = 0 tel que pour tout t > 1", l’ensemble E};(t) est
compact non vide et

Ej(t) C iy {Te N9} maxyt {re(oven]]

1
iR

En d’autres termes, on obtient une estimation similaire au théoréme 1.15. Le
facteur (1—1—32)_1/ 2 est di au changement de repére : la direction de propagation
est X, mais on décrit la vitesse de propagation de n apreés intégration en y, donc
en projetant depuis ’axe X sur 'axe z. Cette projection entraine la présence
du facteur (14 B2)~/2 (Figure 5).

Les théorémes ci-dessus ne traitent que du cas A\g < 0. Si Ag > 0 et que
vo(X,Y) < kT'o(Y) pour un k > 0 fixé, on a extinction de la population ex-
ponentiellement vite d’aprés le théoréme 2.4. C’est donc en particulier le cas si
Ao > 0 et que vy vérifie les hypothéses des théorémes 5.3 et 5.4.
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Ainsi, dans le cas oul vg est “4 queue lourde selon la direction X7, i.e. vérifie
les hypothéses des théorémes 5.3 et 5.4, on voit que le signe de g détermine
encore si on a survie et invasion de la population quand t — +oco, ou bien son
extinction.

5.3 Preuves des théorémes 5.3 4 5.5
5.3.1 Deux propositions préliminaires

Avant de passer aux démonstrations des théorémes, on montre deux proprié-
tés utiles pour les fonctions vérifiant la conditions (Q).

Proposition 5.6. Soit w une fonction qui vérifie la condition (Q). Alors il
existe & > & tel que w(x) > w(&1) pour tout x < &;.

Démonstration. On pose m = infj_, ¢jw. Montrons que m > 0. Comme

liminf_,, w > 0, il existe z_ € R tel que

inf w> 1liminfw > 0.
]—o00,z_] 2 —o

Par ailleurs, w > 0 sur le compact [z_,&], donc inf,_¢jw > 0. Ainsi, on a
bien m > 0.

Comme limyw = 0, il existe z > & tel que w(zy) < m. Il existe alors
&1 > x4 tel que w'(€1) < 0. En effet, comme w est décroissante sur [§, +00[, nier
Pexistence d’un tel £; entrainerait que w’ = 0 sur [z, +00[, et donc lim . w =
w(z4) > 0, ce qui contredit la condition (Q).

Il reste & montrer que ce &; convient. Pour tout z < &1, on a

S’U)(.’E+) <m§’LU($U), SixS&%
w(é1) {< w(@), si z €]&o, &1,
car w'(£1) < 0. D’ou le résultat. O

On passe a la seconde proposition, qui sera trés utile pour obtenir une ma-
joration (resp. minoration) sur [, n(t,x,y)dy a partir d’'une majoration (resp.
minoration) de EY(t) ou u vérifie (1).

Proposition 5.7. Soit w une fonction vérifiant la condition (Q). Alors, pour
tous 0 < a < B, I'n,I'g, x > 0, il existe t* > 0 tel que pour tout t > t* on a
Lae et Tge Pt dans 10, liminf _ o w], et

min w™? {Fae_o‘t} +x <minw™! {F/ge_ﬁt} .

Démonstration. 1l est évident qu’il existe t*(c, 8,Ta, g, X) > 0 tel que pour
tout ¢ > t* on a
Toe " Tge P €]0, lim inf w].
—o0

En particulier, pour ¢ > ¢*, les ensembles w™" {Tqe*'} et w™' {Ige P} sont
compacts de R et donc on peut considérer leur minimum.
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Pour la deuxiéme assertion, raisonnons par ’absurde : supposons que
Ay, Tg, x >0, Vt*, 3t > t* minw ! {Faefo‘t} +x > minw ™! {I‘Be*ﬁt} .

On peut alors construire une suite réelle croissante (t,,),, avec t,, — 400 telle que
Pinégalité ci-dessus soit vérifiée en tout ¢ = ¢,,. Comme liminf, , - w(x) > 0,
w > 0, et lim,_, o w(z) = 0, il existe N € N tel que pour tout n > N assez
grand,

Faeiat" S w(fl)a

d’otu, par la proposition 5.6, on en déduit
minw! {Tae} > & > &

Or, comme f > a, en prenant n > N avec N éventuellement encore plus grand,
on a

r
I‘ﬁe*ﬂtn § ?O‘efatn < I\aefat”

et donc
minw ' {Tge P} > minw™! {Tae "}

par décroissance de w sur [g, 400l
Soit n > N. On applique le théoréme des accroissements finis & w sur 1’in-
tervalle
[min wl {Faefﬂ‘t"} ,minw ! {Fﬁefﬁt" }]

On a alors Dexistence d’un 6,, dans cet intervalle tel que

L,e %n —T —Bty
w (0) = ——— ° R ——
minw = {Tpe= %} —minw=! {T'ge=Ftn}

et donc

et — T ge= Pl

X
L e @t

2x

|w'(6n)]

v

Par ailleurs, comme w vérifie (Q), la proposition 1.14 nous donne que w'(z) =
o(w(z)) quand x — +o0. Donc pour € = I'y /4x il existe z. € R tel que pour
x > z |w'(x)] < ew(z). En prenant N éventuellement encore plus grand, on
peut assurer que 6, > x.. Ainsi, comme w est décroissante sur [£g, +00] :

[w'(0,)] < ew(6y,) < ew (minw ™" {Tpe™ " }) = Z—;e*“t"

)

ce qui contredit I'inégalité précédente. D’ou le résultat. O

On peut maintenant commencer les preuves des théorémes 5.3 & 5.5.
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5.3.2 Preuve du théoréme 5.3

On a tout d’abord besoin d’un lemme, qui montre que ’estimation de la
borne supérieure de E}(t) du théoréme 1.15 est encore valable si u = ¢ est la
solution du probléme de Cauchy 0;¢p —O0x x® = A¢p avec A > 0 et pour condition
initiale wg.

Lemme 5.8. Soient A > 0 et ¢ la solution du probléme de Cauchy

8t¢—aXX¢:A¢a t>07X€R7
¢(07X)ZEO<X)a XGR,

0t ug vérifie la condition (Q). Pourn > 0 on pose Ef]’(t) ={zeR| ¢t X)=n}
l’ensemble de niveau 1 de ¢.

Alors pour tous € > 0 et v > 0 il existe Tj, . > 0 tel que pour tout t > T;, .
on a E;f(t) non vide et

sup Eﬁ(t) < max * {76_(A+€)t} .

Preuve du lemme 5.8. La preuve, et particuliérement la construction de la sur-
solution, s’inspire largement de [8].

L’ensemble E;f(t) est non vide pour ¢t assez grand. Pour cela, il suffit
de montrer que

16t )|oo — +00, quand t — +o0, (25)
et
Jim et x) =0, ve>o. (26)

Pour montrer (25), on remarque que ¢(t, X) = e*h(t, X) ot h est solution
de ’équation de la chaleur avec condition initiale uy. On peut donc exprimer
h(t, X) comme la convolution du noyau de la chaleur avec @ :

+oo 1
h(t, X) = / \/me*(X*Z)z/‘“HO(Z)dZ.

On pose ¢ = 1liminf_ U > 0. Par définition de la limite inférieure, il existe
X, € R tel que up(X) > £ pour X < X,. Ainsi pour tout ¢t > X7?/4, on a

+o00 1

e
—oo VATt

Xy 1 2
> eAt/ e~ Truy(2)dz
o VAart

At Xe/2/t 1 2
> le / —e % ds
- . L3

> feht (/1 ie*Sst
2L )
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d’ou ¢(t,0) — +oo quand ¢ — +oo. On en déduit (25).

Pour montrer (26), on pourrait faire de méme que dans [8] et utiliser les
estimations standard paraboliques, mais on préfére utiliser une méthode plus
directe qui utilise moins de prérequis. Soit ¢ > 0 et § > 0 fixés, et soit ¢ > 0 tel
que

+oo 2
e“|m0||m/ 747 < o,
¢

Alors, on a
a [ 1 22
o, X)=e ——e wuy(X — 2)dZ
_ 47t
=M - ﬁefszﬂo(){ — 25v/t)ds
<o+ Af/c L0 (X — 25v)d
e —e ' u —2s s.
- VT
Or, comme lim; oy = 0, il existe X5, tel que pour tout X > X5, on a

To(X) < de~At. Donc pour X > Xst + 2¢V/t, on a

( 2
¢(t,X)§5+5/ %e‘s ds
oo VT
<29

d’ot (26). Ainsi, pour tout 1 > 0 il existe t, tel que pour t > t, on a E(t) # @.
La fonction ¢(t,z) envahit ’espace, i.e. sup E;f(t) — 400 quand t —
~+00. Soit K > 7. Soit w la solution du probléme de Cauchy

8tw—6mw:Aw(1—%), t>0,reR,
w(0, z) = up(x), z €R.

Alors il est clair que w est une sous-solution de 'opérateur 9; — 0., — A. Du

fait que ¢ est sur-solution de ce méme opérateur, et que w(0,z) < ¢(0,z), le

principe de comparaison linéaire (théoréme 1.3) donne que w < ¢ sur Ry x R.
Par ailleurs, on voit que w = w/K est solution du probléme

B0 — Dpod = A (1 — @), t>0,z R,
w(0,z) = up(x)/ K, x € R.

De plus, comme Ty vérifie la condition (@), il est aisé de vérifier que @ = Ty /K
la vérifie aussi. En particulier, w vérifie les conditions de la proposition 1.12,
donc pour tout A €]0, 1]

sup EY (t) — 400, quand ¢t — 4o0.
C’est en particulier le cas pour A = /K. Ainsi, on a

sup Ef; > sup B, (t) = sup E:ID/K — 400, quand t — +o0.
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Construction d’une sur-solution. Soit p = A + 5, et & € [§o, +00] tel
que [To(X)| < 5uG(X) pour X > &. On pose
Uo(X)
Uo(&2)

Montrons que ¢ < ¢ sur [0, +00[x [£2, +00[. On va appliquer le principe de com-
paraison linéaire sur 'ouvert connexe ) :=]0, +00[x &2, +00[, pour I'opérateur
parabolique 0; — Oxx — A.

Tout d’abord, vérifions que ¢ < ¢ sur le bord parabolique de €, donné par

Q = ({0} x [&2, +oo]) [ ([0, +o0[x{&}) -

D’une part, en ¢ = 0, on a immédiatement que pour tout X > &, :

et

_ _ Uolleo
$(0,X) = 7(X) < 7(x) 0l _ G0, x).

o (&2)
D’autre part, on a vu que ¢(t, X) = h(t, X )e’* avec h la solution de I’équation
de la chaleur avec pour condition initiale @y. Ainsi, en X = &, on a pour tout
t>0:

o(t,&2) < |[o(t, )]oo
< |A(t, ) looe™
< [ oo™
< [0l
< (t,&2)-

Il reste & vérifier que ¢ est une sur-solution de 9, — Oxx — A sur Q. Pour
tous (¢,X) € 2, on a

0% — Oxxd - A¢—'LZ§Q;; (o0 (X) — T(X) — ATip(X))
- e (gm0 i)
>0

par notre choix de &. Par le principe de comparaison linéaire, on a donc ¢ < ¢
sur ©, donc sur Q = [0, +00[x [£2, +00[ par continuité.

Conclusion. Soit t > t, de sorte que E¢(t) soit non vide. On pose X, (t) =
sup Ej?(t) D’aprés ce qui précéde, on a X, (t) = +oo quand ¢t — +oo. Donc il
existe ¢;, > t, tel que pour t > t;, on a X, (t) > &2. Alors

B(t, X () < (t, X (1))
n< |UO|OOUO()§ ()))6 pt
WX (0) 2 n 725 o,

[[@o] oo
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Donc pour tout v > 0, il existe 15, , . > t% tel que pour tout t > T, - ., on a
o (X, (1) > ye BT,
Finalement, par décroissance de g sur [£2, +00], on obtient le résultat :
sup Eﬁ(t) < minag * {76_(A+E)t} .

La démonstration du lemme est terminée. O
On peut maintenant se tourner vers la preuve du théoréme 5.3.

Démonstration du théoréeme 5.3. Onpose A = —Xg > 0,et T(t, X,Y) = ¢(t, X)T'o(Y)
avec ¢ la solution du probléme de Cauchy

8t¢_aXX¢:A¢7 t>O7X€R7
$(0,X) =w(X), XeR

Preuve que v < 7 sur R, xR2. En ¢t = 0 c’est clair par hypothése. Ensuite,
on vérifie que T est une sur-solution de Popérateur 0y — Oxx — Oyy — (V) :

04U — OxxU — OyyU — T(Y)@
= (010 — Oxx 9+ o) Lo
=(Ag + X))l

tandis que
Ov — Oxxv — Oyyv —r(Y)v = —v/v(uX, Y)dy <0.

On conclut par le principe de comparaison linéaire (théoréme 9.9 en annexe)
que v < 7.
Majoration de sup Eg’(t) On rappelle qu'il existe des constantes C, x > 0
telles que pour tous ¢, X,Y :
U(ta X7 Y) < Ce™" 1+B2|Y‘7

Soit § > 0 et ¢ > 0 assez grand pour que
_C .
\/1—|—B2/ Ce "VIHB%slgs < 6.
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Par ce qui précéde, on a

/n(t,%y)dy:/v(t,X,Y)dy
R
/ ( x + By y—Ba:)
= [wvlt, , dy
V1+B? 1+ B?
= \/1+B2/v(t, V14 B2z + Bs, s)ds
§5+\/1+B2/ v(t,/1+ B2z + Bs, s)ds
=3
<O+VI1+ BQ/ é(t,V/' 1+ B2z + Bs)T'g(s)ds.
-

Soit x tel que
I
T V1+B?
En appliquant la proposition 5.7 & @y avec
{QA+€/2, B=A+e>q,
o =Tpg=7, x=BC

il existe t*(I'a, '3, 0, B, ) = g

V1+ B2z — B > max, {fye_(AJrE)t} — B¢

> maxﬂal {'ye_(AJFE/Q)t} )

maxﬂal {fye_(A"’E)t} .

> 0 tel que pour tout t > ¢7 . :

Soit  €]0, 1[. Le lemme 5.8 donne I'existence d'un T}, . /2, > 0 tel que pour
£2Tyepq ona

sup Eﬁ(t) < max, {’ye*(A“/Q)t}

<1+ B2z — BC.

On en déduit alors que pour tout s > —(¢, on a ¢(¢t,v/1+ B2x — Bs) < n.
En effet, supposons qu’il existe zy > 1+ B2x — B( tel que ¢(t,z9) > 7.
Comme ¢(t, X) — 0 quand X — +oo d’apreés la proposition (1.12), il existerait
nécessairement un 1 € Ef (t)N]xo, +00[, ce qui contredirait I'inégalité ci-dessus.

Conclusion. Finalement pour ¢ > max(tzmc,Tn,E/zﬁ) et pour tout z >

\/ﬁmaxﬂal {re=AF)t} on a ¢(t,v/1+ B2z — Bs) < n pour s > —(. On

en déduit que

/ n(t,z,y)dy < é+nv1+ B? / To(s)ds
R —<
<d+nV1+ B2 / To(s)ds. (27)
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Soit > 0. En choisissant > 0 tel que

w1+32‘/ro<u,
R

et § tel que

O<6<u—m/1+B2/F0,
R

alors (27) entraine [, n(t,z,y)dy < pu.
Finalement, comme ( est une fonction de J, et que § et  dépendent unique-
ment de u, il existe T _ = max(¢* T,./2,4), tel que pour tout ¢ > T

HaEsy " €,7,(7 "M €577
1 ——1 —(A
T > ———— max¥, { e (+E)t}z/nt,x7 dy < p.
\/1_’_732 0 Y R ( y) Y H
Ceci conclut la preuve du théoréme 5.3. O

5.3.3 Preuve du théoréme 5.4
Avant de passer a la preuve du théoréme, on aura besoin d’un lemme.

Lemme 5.9. Soit u, qui vérifie la condition (Q). Alors il existe une fonction
uo: R — R telle que

— Up < Uy,

— il existe & € R tel que ug = uy sur [€2, +00],

— uo vérifie (Q),

— ug est C? sur R et il existe K > 0 tel que |ufj| < Kug sur R.

Preuve du lemme 5.9. On rappelle que d’aprés la proposition 5.6, il existe & >
o tel que ug(X) > ug(&1) pour tout X < & . Soit h > 0 tel que & > & + h.

Soit & > &1 tel que 1y (&) < ug(€1) et [ufl(X)] < ug(X) pour X > &, ce qui
est possible car w vérifie (Q). Enfin, on pose ¢: RY — R’ la fonction

@ 0 <z < ug(8a),
$(x) = qm — Csin’(w(ue(&1) — 7)) up(é2) < < up(&),
m x> 20(51)7

avec

. arctan v/2 B V3 B \/@
T (&) —up(&) Ci%’ m = uy(§2) +C ?7<Ho(§1)

Ainsi construite, on peut vérifier que ¢ € C*(R%) et que ¢ est croissante.

On pose alors uy = ¢ o uy. Du fait que ¢ < 0 sur [ug(£2),u0(€1)], on en
déduit que ¢(z) < x sur Ry. Ainsi, on a ug < uy sur R. Par ailleurs, pour
X 2 &2, om a ug(X) < up(82) done up(X) = uy(X).

Montrons que ug est C? sur R. Sur ¢, — h, +o0o[ on a uy C? (car & < & —h)
donc ug est C? par composition. Sur | — 00,&1] on a uy(X) > uy(&) dou
uo(X) = h, qui est clairement C2. D’oi1 ug est C? sur R.

Montrons que wg vérifie (Q), i.e.
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1. ug est uniformément continue et bornée sur R,

2. liminf_ o up > 0, up > 0, limy oo uo = 0,

3. 3¢ € R tel que ug soit C2 et décroissante sur [éo, +o0],

4. uj(z) = o(up(x)) quand x — +oo0.

Comme u et ¢ sont uniformément continues et que ¢ est bornée, il est clair que
1. est vrai pour ug. Ensuite, comme ug = ug sur [§2, +00[ et que u, vérifie (Q),
on a immédiatement 3. et 4. ainsi que lim o, ug = 0. Par ailleurs, ¢ > 0 entraine
ug > 0. Enfin, comme ug(X) > uy(&1) pour X < &, on aliminf_ o uy > ug(&1),
et donc

liminf uo(X) = m > 0,

X——0o0
d’ott wg veérifie 2. et donc verifie (Q).

Montrons que g est C? sur R. Sur |§; — h, +00[ on a ug C? (car & < & —h)
donc g est aussi C? sur cet intervalle par composition. Sur | — 00,&;] on a
up(X) > ug(&1) d'ott ip(X) = h, qui est clairement C2. D’ou le résultat.

Finalement, il reste & montrer qu'’il existe K > 0 tel que —u( < Kug. D’apres
notre choix de &, on a

I =0 < wuo(X) VX <&,
4l {— (0] < up(X) = uo(X) VX > &,

Or, up étant C? et strictement positive sur [£1,&], on peut trouver k > 0 tel
que
|lug (X)| <k min uy < kug(X)
[€1,€2]

On a donc —uf < Kug sur R en posant K = max(1, k). O

On peut maintenant passer & la preuve du théoréme 5.4. Elle se fait en
deux étapes. Tout d’abord, on part de vo(X,Y") > uo(X) sur une bande étroite
Rx] — o,0], et on construit une sous-solution qui nous donne que vo(X,Y) >
Cteug(X)TE(Y) sur la bande Rx] — R, R, qui est plus large puisque par hy-
pothése R > 0 a été pris suffisamment grand pour que A' < 0. Ensuite, on
construit une sous-solution sur Rx| — R, R[ qui donne le résultat attendu.

Démonstration du théoréme 5.4. Quelques préliminaires. On rappelle qu’on
a pris R > 0 suffisamment grand pour que \§ < 0, avec A la valeur propre
principale de —dyy — r(Y) sur | — R, R[. Soit & > 0 tel que o + a > R. Soit
enfin p(¢,Y) la solution du probléme de Cauchy

Oyp — Oyyp =0, t €]0,1], Y €] — 0 — at,o + at],
p(t,Y) =0, t €]0,1], Y = +0 + at,
p(0,Y)=1-(Y/0)?, Y €] —o0,0]

On sait que p est définie sur [0,1] x [—0, 0], et C* sur |0, 1]x] — o, 0].
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On rappelle ensuite quelques majorations. Il existe No, > 0 tel que pour
tous t,x :

/n(t,x,y)dy = / v(t, X,Y)dy < Ny.
R R

De plus, il existe 7, € R tel que 7(Y) > rp, pour |Y| < o + a. En prenant

R >1/4/A(1+ B?), on peut assurer que 7,;, < 0.

Soit enfin ug la fonction construite & partir de u, & partir du lemme 5.9. On
rappelle qu’on a alors 'existence d’un K > 0 tel que |y (X)| < Kuo(X) pour
tout X € R.

La sous-solution pour ¢ € [0,1]. On pose

v(t, X,Y) = e Fluo(X)p(t,Y),
k=K — Tmin + Noc > 0,
Q={tX,)Y)|0<t<1l, XeR, Y€]—0—at,o+at[}.

Montrons que v > v sur . On va appliquer un principe de comparaison sur
I’ouvert connexe €.
Tout d’abord, vérifions que v > v sur le bord parabolique de €2, donné par

9,2 = ({0} x R x [=0,0]) [ J (10,1] x R x {0 —at}) | J(10,1] x R x {o + at}).
D’une part, en ¢t = 0, on a immédiatement que pour tous (X,Y) € R x [0, 0],
vo(X,Y) > uy(X) > uo(X) > uo(X)p(0,Y) = v(0, X,Y).

D’autre part, sur ]0,1] x R x {£0 + at}, on a v = 0 d’aprés les conditions aux
limites de p. Or, pour t > 0, on a v(t,-,-) > 0 par le théoréme 4.3. Ainsi, on a
bien v > v sur tout 9,2

Il reste & montrer que v — v est une sur-solution d’un probléme parabolique
sur §2. D’une part, pour ¢ €]0,1[, on a

O — Oxxv —dyyv=r(Y)v— v/v(t, X,Y)dy
Z (rmin - Noo)”
D’autre part, comme —uj < Kug, on a

0w — Oxxv — Oyyu
=M [—kgop +uodep — pug — goayyp]
:e_kt |:(7"mzn - Noo)%Op + (_KEO - glol)pi|
g(rmin - Noo)y

Donc par le principe de comparaison (théoréme 1.3), on a bien v > v sur Q.
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Transition a une nouvelle sous-solution. On a donc v(1, X,Y) > e Fuo(X)p(1,Y)
sur [-o—a, o+a]. Par une extension du principe du maximum fort & un domaine
non cylindrique (cf théoréme 9.8 en annexe), on a également que p(¢,Y) > 0 sur
| — 0 — at, o + at[. En particulier, comme R < o 4 «t, on a existence d’un réel
Pmin > 0 tel que p(1,Y) > ppin pour Y € [—R, R]. Comme ||T||o = 1, on en
déduit que

v(1, X,Y) > e Fpinuo(X)TE(Y), VX €R,VY € [-R,R)].

Soit p > 0 tel que p < ||uo||ooe *Pmin. On se réserve le droit de choisir p

éventuellement plus petit si besoin. On pose A® = —A\® —¢/2 > 0. Pour ¢t > 1
et X,Y € R, on définit

w(t, X,Y) = pu(t, X)F(I)%(Y)v

ot u(t, X) est la solution du probléme de Cauchy

up —uxx = APfu(l —u), t>0, X €R,
u(1, X) = uo(X)/|[uolloc, X €R.

On rappelle que comme u(1, X) € [0, 1], on a donc u(t, X) € [0,1].

La sous-solution pour ¢t € [1,+o00o[. Ent =1, 0n a

v(1, X,Y) > e Fpinuo(X)TE(Y)
D) ey
>p— TRy
Tuolloo ©
> pu(1, X)TH).
par notre choix de p. Donc v(1, X,Y) > w(1, X,Y) sur R?.

Supposons par I'absurde que 'espace E = {t > 1| 3(X,Y) e R? v(t,X,Y) =
w(t, X,Y)} soit non vide. On pose to := min F € F car F est fermé. En parti-
culier, ty > 1. Soit (X, Yy) € R? le point ot v(tg, Xo, Yo) = w(to, Xo, Yo). Soit
M > 2 tq |Yy| < M. On rappelle qu’on a toujours la majoration suivante via
I'inégalité de Harnack généralisée :

3C
/ v(to, X, Y)dy < Cao(to, Xo, Yo) + —e "M,
R K

avec C, k > 0 les constantes telles que v(t, X,Y) < Ce "VI+B* IVl par le théo-
réme 4.2. On prend M assez grand pour que

ge"‘M < —¢/8.

Etant donné que (w — v) est strictement négative sur [1,#o[xR?, elle atteint
son maximum sur [1,#o] x R? au point (t9, Xo, Yp). Ainsi, on a

[0i(w — v) = Oxx(w —v) = Iyy (w —v) = r(Yo)(w — v)] (to, X0, Yo) > 0, (28)
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le terme r(Yp)(w — v) étant nul en (¢g, Xo, Yp), car w(to, Xo, Yo) = v(to, Xo, Yo).
D’une part, on a

— [0 — Ox xv — Oyyv — r(Y)v] (to, Xo, Yo) = v(to, Xo, Yo) /U(to,Xo, Yo)dy
2 30 —kM
< Cyw(to, Xo, Yo)” + e w(to, Xo, Yp).

D’autre part, on a pour w l'inégalité

Ow — Oxxw — Oyyw —r(Y)w
=p (8tu —Oxxu-+ /\gu) Fé%
<p (AMu+ ) Tf

< £
— —Ww.
-2

Ainsi, I'inégalité (28) entraine :
€ 2, 3C _om
0< —§w(to, Xo,Y0) + Carw(to, Xo, Yo)” + ¢ w(to, Xo, Yo)
[ 3C
< *% + Cyw(to, Xo, Yo) + KenM] w(to, Xo, Yo)
: 3C
< < +Cup + €”M}
| 2 I

[ € S 9
<=2+ =+ - | wlto, X0, Yo
< 2+8+8}w(0, 0, Yo),

si on choisit p assez petit pour que Cpsp < /8. Finalement, on trouve —cw(to, Xo, Yp)/4 >
0. Ceci implique que w(to, Xo, Yo) = v(to, Xo, Yo) < 0, ce qui est absurde car
v > 0 pour ¢ > 0. Contradiction. Donc w(t, X,Y) < v(t,X,Y) pour tous t > 1
et XY € R.
Minoration de inf £}/(¢). Du fait que w < v, on obtient pour tout ¢ > 1 :

/n(t,z,y)dyz /M(LX,Y)dy
R

R

> / pult, X)TE(Y)dy

>/ u(t x—l—By) R(y—Bsc>d

= RM\Cvir ) \virse) Y

> 1—|—B2p/u(t, 14 B2z + Bs)T(s)ds
R
R

> 1+B2p/ u(t, /1 + B2z + Bs)T'{{(s)ds.
-R

Soit x tel que

V14 B2z < mingo_1 {Fef(Ang/Q)t} .
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En appliquant la proposition 5.7 a ug avec

a=AF—¢/2, B=AF—¢/4>q,
Io =T, FB:F/H@OHOM
X = BRa

on obtient, pour s € [~R, R] et pour t > t*(I's, I'g, , B,X) =tf .
vV 1+ B?z+ Bs < minggl {Fef(ARfs/Q)t} + Bs
< ming&l {Fe_(AR_E/Q)t} + BR

I
< minual { o] e(ARs/4)t} )

Soit maintenant n €]0, 1[. La remarque qui suit la proposition 1.12 montre que
pour tout ¢ > 0, on a infy< u(t,X) — 1 quand ¢ — +4oo. Ainsi, il existe
t, ar =ty r tel que pour tout ¢t > ¢, r on a 0

liminf u(t, X) > n
X——o0

Posons IV = T'/||ug]|co- Comme u(t, X) est la solution de 1’équation de Fisher-
KPP avec condition initiale ug/||ug||oo, on en déduit par le théoréme 1.15, qu’il
existe T}, . /4 1 ar > 0 tel que pour tout ¢t > T, . /4 r/ pr, ON &

-1
inf F; () > min < Yo ) {I"e*(AR*E/ﬁl)t} .

[lg |l

On note que T dépend de AT, Dans I’énoncé du théoréme 1.15, il est clair que
T dépend aussi f/(0), mais cette dépendance a été omise du fait que la fonction
f a été fixée au départ. Ici, f(u) = Afu(1 —u) et on ne peut plus omettre cette
dépendance.

Finalement, pour

* o, *
T" = maX(tF,R,ea ty R, T?7,€/4-,1“’,1\’“’“)7

on a, pour t > T :

inf E:f(t) > min ( Lo ) {F’e_(AR—€/4)t}

|l loo
> mingal {Fe_(AR_5/4)t}

>+/1+ B2?x+ BR

On en déduit que pour tout s €] — R, R[, on a u(t,v/1+ B2x + Bs) > n. En
effet, §'il existait so €] — R, R[ tel que u(t,v1+ B?z + Bsg) < n, comme
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liminfu(t, X) > n quand X — —oo, on trouverait nécessairement un x; €
E2(t)N] — 00, V1 + B2z + Bsgl, ce qui contredirait I'inégalité ci-dessus.
Conclusion. Finalement, pour tout z tel que

V14 B2z < mingal {I‘e*(AR*E/mt} ,

et pour tout t > T™*, on a u(t,v/1+ B2x + Bs) > n pour tout s € [-R, R]. On
en déduit que

R
/n(t,x,y)dy > 1+szn/ g (s)ds.
-R
On pose
R
8= 1—|—sz/ T8 (s)ds.
—R

Or, pour tout p €]0, 8] il existe n = n(u, R) €]0, 1] tel que

R
1+ BQpr]/ T¥(s)ds > p
-R
et donc pour t > T%, on a

V1+ B2z < minyg " {Fef(ARfs/Q)t} = /n(t,x, y)dy > .

Enfin, u, étant fixée, T* est une fonction de T, R, e,n, AT, donc de u, e, T, R, au
vu de notre choix de 7 et le fait que A" = A\¥ — £/2 est une fonction de ¢ et de
R. Ceci conclut la preuve du théoréme 5.4. O

5.3.4 Preuve du corollaire 5.5

On a préféré ne pas introduire les ensembles de niveau E7}(t) dans les dé-
monstrations des théorémes 5.3 et 5.4. La raison est que pour certaines valeurs
de u, ces ensembles peuvent étre vides pour de grandes valeurs de ¢. Seule ’ap-
plication conjuguée des deux théorémes permet de dire que Eﬁ(t) est non vide
en temps grand, pour u €]0, 3.

Comme pour les preuves des théorémes 5.3 et 5.4, on commence par un
lemme :

Lemme 5.10. Soit t > 0 fizé. L’application Ny: x +— fRn(t,x, y)dy est stricte-
ment positive et continue.

Preuve du lemme 5.10. Le fait que N; soit strictement positive est clair car
n > 0 pour ¢t > 0.

Soit o € R et montrons que Ny est continue en z,. Soit une suite (Z)m
dans R telle que z,, - zo quand m — 4o0. En toute généralité, on peut
supposer qu’il existe a,b € R tels que 2, oo €]a, b] pour tout m. On a

[Ni(2oo) = Ni(2m)| SAln(t,xw,y)—n(t7xm,y)ldy
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On applique le théoréme de convergence dominée. On a bien n(t,z,,,y) —
n(t, Zoo,y) quand m — +oo par continuité de n. De plus, comme n(t, z,y) <
Ce *v=B2l par le théoréme 4.2, on obtient que pour tout z € [a, b]

CeKly=Bal 4 < Bq
n(t,z,y) <I(y) =4 C y € [Ba, Bb|
Ce Klw=Bl > Bp

et la fonction II est intégrable. D’ou le résultat. O

Remarquons qu’on peut exprimer ’ensemble de niveau p de n par Eﬁ(t) =
N, '{u}. En particulier, E7(t) est vide ssi p ¢ Tm (V).

Démonstration du corollaire 5.5. Par application des théorémes 5.3 et 5.4, on a
que pour t > T**,

1 1 R
< ——minu {Fe_(_ko _E)t} = N(z) > p,
11 B2 Yo t(z) > p
1 —1
T > ———— maxu, { e_(_)‘°+5)t} = Ni(z) < u.
11 B2 o 7 t(z) < p

Par continuité de N; sur R, on en déduit que N, ' {u} est non vide et que

1
Ep(t) = N, Y p) C Wiew: [mingal {Fe_(_)‘gz_s)t} , Max ;" {76_(_A°+€)t}} .
En particulier, £} (t) est borné, et fermé par continuité de N;. C’est donc un
compact de R. O

6 Autres résultats et simulations numériques

6.1 Existence d’une solution stationnaire

Lorsque B = 0, le modéle (8)-(9) devient un cas particulier du modéle étudié
dans [5]. La situation est alors beaucoup plus simple, comme on I’a exposé a la
fin de la section 2.1. On dispose alors de beaucoup plus de résultats, qu'on va
dans un premier temps exposer ici.

Remarquons d’abord que, si B = 0, on a A\g < 0 ssi A < 1. Le premier
résultat traite des solutions stationnaires de (8), sans condition initiale, i.e. des
solutions stationnaires de

O — Oggn — Oyyn = {(1 — Ay?) — / n(t, z, y)dy} n. (29)
R
Théoréme 6.1 ([5], théoréme 1.1). On suppose B =0 et \g = VA —1 < 0.

Alors il existe une unique solution stationnaire n(z,y) de (29) qui soit stricte-
ment positive et bornée. De plus, cette solution ne dépend pas de x. On la note

S(y).
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Un résultat remarquablement précis sur le probléme de Cauchy (8)-(9) est
le suivant :

Théoréme 6.2 ([5], théoréme 1.2). On suppose B = 0 et \g = VA —1 < 0.
On suppose que ng est lisse, et on se donne une solution n >0 de (8)-(9).

Alors n envahit Uespace avec un profil asymptotique S(y) : pour tout (x,y) €
R xR, on a limy_ o u(t,z,y) = S(y). De plus, cette invasion se produit a la
vitesse asymptotique c* = 2y/—Xg > 0, dans le sens ot

{400 \ |z|>ct,yeR

lim < sup n(t,x,y)) =0, Ve > ¢,

lim ( sup |n(t,x,y) — S(y)) =0, Ve < ¢
t=+00 \ |z|<ct,yeR

Il est donc naturel d’essayer de transposer ces résultats au cadre B # 0.
Comme la solution v(t, X,Y") envahit 'espace selon la direction X, on s’attend
& ce qu’un profil limite stationnaire soit atteint, et que ce profil ne dépende que
de Y.

Dans la pratique, la preuve du théoréme 6.1 n’est plus valide si B # 0. La
principale difficulté est de prouver I'unicité d’une solution stationnaire de (19),
ce qui est nécessaire pour obtenir un résultat de convergence.

Pourtant, le théoréme ci-dessous exhibe une solution stationnaire de 19 qui
ne dépend que de Y, et des simulations numériques laissent penser que v(t, X,Y)
converge effectivement vers ce front quand vy est & support compact. L’aspect
numérique sera détaillé dans la prochaine section.

Théoréme 6.3. La fonction v(X,Y) = koT'g(Y) est une solution stationnaire
de (19) avec
~Xo

k =
"7 VIt B [y To(Y)dY

> 0.

Démonstration. Si on injecte cette expression dans I’équation (13), on obtient

y— Bz
—koOyyTo(Y) — kor(Y)To(Y) = —kol'o(Y kolg | — ) d
OYYO() 07"()0() 00()/Roo(m>y,
NokoTo(Y) = —k2To(Y) V1 + B2 / To(s)ds,
R

ainsi, on obtient bien 1’égalité pour le kg ci-dessus. O

Remarque. On dispose des expressions suivantes :

/1’* (Y)dy = o k _—N (A)1/4
R C \vag ) 0 Ve \i+B?)
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Niveau p 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0005 | 0.0001
Vit. théorique de £ (¢) | 0.81864 | 0.81864 | 0.81864 | 0.81864 | 0.81864 | 0.81864
Vit. numérique de Eﬁ(t) 0.74661 | 0.76357 | 0.76999 | 0.78458 | 0.79088 | 0.80566

TABLE 1 — Comparaison de la vitesse numérique et de la vitesse théorique pour
les petites valeurs de pu, avec ng a support compact et A =B =1/2.

FIGURE 6 — Profil asymptotique de la solution. En rouge, le profil ko (Y).

6.2 Simulations numériques

Dans un premier temps, des simulations numériques de 1’équation (1) ont
été réalisées. Un simple schéma d’Euler explicite permet d’observer les résultats
de convergence des théorémes 1.7 et 1.9, avec la bonne vitesse de propagation
asymptotique.

Dans le cadre de I’équation (8), étant donné qu’on n’a pas prouvé 'unicité de
la solution, on ne cherchera pas & montrer la convergence du schéma numérique.
On se contente de vérifier qu’on retrouve bien la vitesse asymptotique de pro-
pagation (Tableau 1). Par le théoréme 2.5, on sait que la vitesse de propagation

__ Ao _
1+B2"

Ceci explique pourquoi on observe uniquement les petits niveaux .

est w =2 Toutefois, cette vitesse ne concerne que les niveaux pu < 3.

Comme annoncé, l’approximation numérique de v(¢, X,Y) converge locale-
ment vers le profil kI'y(Y") (Figure 6).

6.3 Hair Trigger Effect pour 1’accélération

On rappelle que pour une équation de réaction-diffusion, on parle de Hair
Trigger Effect si pour toute condition initiale ug > 0, 0, on a survie et invasion
de la population. C’est le cas pour I’équation de Fisher-KPP (1) (théoréme 1.7),
et pour le modéle (8) (théoréme 2.5).

On peut vérifier que le théoréme 5.4 est encore vrai si vp(X,Y) > uy(X)
pour (X,Y) € Rx]a, b avec a < b quelconques. En particulier, cela entraine une
accélération de I'invasion. On peut y voir une analogie avec le Hair Trigger Effect,
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ot I'on demande ug(zp) > 0 en un point zy quelconque pour avoir invasion, ou
encore ug > 0 sur un intervalle ]a, b[ quelconque.

La différence notable et que pour avoir accélération dans une direction don-
née, il faut une dimension “de plus” sur la condition de Hair Trigger Effect :
celle correspondant a la direction de propagation, ici X.
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Troisiéme partie

Perspectives

7 Effet Allee

7.1 Présentation du modéle

Dans cette section, on considére le modéle suivant :

8tu_axafu:f(u)a t>07 'TGR’
{u<o,x> —w(@), zeR (30)
ou f est une fonction C! qui vérifie
f(0)=f(1) =0,
f(s) >0, s €]0,1], (31)
f(0) =0,

avec la condition supplémentaire suivante : il existe sg €]0,1[, 8 > 0, r > 0,
6 > 0 tels que

rstTA(1 — s%) < f(s) < rsttP, Vs € [0, so[- (32)

Enfin, la condition initiale ug: R — [0, 1] est supposée uniformément continue
et avoir la forme d’un front, i.e.

glgl_lglg uo(z) > 0, ug > 0, TEI-POO ug(x) = 0. (33)

Ce modéle n’est plus dans le cadre Fisher-KPP. En effet, f/(0) = 0 et donc

le rapport f(s)/s n’est plus maximal pour s — 0. On parle alors d’effet Allee.

Cela modélise la difficulté pour une population a se reproduire lorsque la densité

est trop faible, ce qui peut étre dia & la difficulté a trouver un partenaire pour

la reproduction, ou un manque de diversité génétique. L’effet Allee est d’autant
plus fort que 8 est grand.

7.2 Préliminaires

Si on pose v la solution de (30) avec condition initiale vg = 11j_ o avec
n > 0 et zp € R, alors on montre dans [14] que v envahit 'espace dans la
direction z — 400 avec une certaine vitesse ¢y > 0 indépendante de 7 :
limy 4 o0 infy<cor v(¢, ) = 1. Sion choisit 1 tel que vy < wg, alors par le principe
de comparaison non-linéaire, on obtient v(¢,z) < u(t,x), donc en particulier

lim inf w(t,z) =1.
t—+oo x<cot
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Par ailleurs, on peut montrer que lim,_, . u(t,z) — 0 pour tout ¢ > 0. En
effet, il existe A > 0 tel que f(s) < As. Ainsi, u est sous-solution du probléme
Oyw — Ozzw — Aw, et on a prouvé que la solution w de ce probléme tend vers 0
quand x — +oo (cf preuve de la proposition 1.12).

Ainsi, on vient de montrer que ’ensemble de niveau A de u, défini par

E\(t) ={x e R |u(t,x) = A},

est compact et non vide quand ¢ est suffisamment grand. Plus précisément, on
vient de prouver le résultat suivant :

Théoréme 7.1. Toute solution de (30)-(33) envahit ’espace avec une vitesse
au moins cg. Si on pose

E\(t) ={x e R |u(t,x) = A},

lespace de niveau M\ de w, alors il existe tx > 0 tel que pour tout t > tj,
Uensemble E\(t) est compact, non vide, et inclus dans [cot, +00].

Autrement dit, on est encore en présence d’'un Hair Trigger Effect, et ¢q est
la vitesse minimale d’invasion. L’effet Allee n’empéche donc pas l'invasion de
I’état w = 1, mais ralentit la vitesse de celle-ci. La vitesse ¢q est en effet d’autant
plus faible que (3 est élevé.

7.3 Cas ou uy est a queue lourde

On sait que leffet Allee a tendance & ralentir la vitesse d’invasion, tandis
qu’une queue lourde sur uy a tendance & ’accélérer. Il est alors naturel de se
demander quel effet va 'emporter sur 'autre. Cette question a été étudiée dans
[1], et le cas limite est obtenu pour les queues algébriques, i.e. ug(x) ~ C/z®
pour un « > 0, comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 7.2. Soit o > 0.
— On suppose que 8 > 1/« et que up(xz) < C/z% sur [xg, +o0[ pour un
C >0 et unxzg €R.
Alors il n’y a pas d’accélération : il existe ¢ > 0 tel que pour tout A €]0, 1],
il existe T >ty tel que

E)\(t) C]Cot,ct[, vVt > Th.
— On suppose que 8 < 1/a et que ug(z) > C/z sur [xg,+oo[ pour un

C >0 et un xg € R.
Alors pour tous A €]0,1[ et € > 0 assez petit, il existe T o >ty tel que

Ex(t) Cla—(t), 400, VE>Thne, @ (8) = ((r — £)CBE) ™.

En particulier, dans le dernier cas, la vitesse est sur-linéaire : 7 (¢)/t — +00
quand t — 400. On a donc accélération.
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Remarque. Comme le principe de comparaison (non-linéaire) est valide, il est
immeédiat que si la queue de ug est plus légére que toute queue algébrique, i.e.

ug(z)z® =0, quand x — 400,

alors 'effet Allee I’emporte toujours, quelle que soit la valeur de .
A Tinverse, si la queue de ug est plus lourde que toute queue algébrique, i.e.

up(z)x® — +oo, quand T — +00,

alors ’accélération a toujours lieu, quelle que soit la valeur de .

7.4 Probléme posé

Au vu de ces résultats, il est naturel de se demander si on peut les généraliser
4 la dimension supérieure. Pour 8 > 0, on considére donc le modéle :

atn - 6.LLn - 8yyn = [f(ma y) - fRn(tvma y/)dy/] 7L1+B, t> Oa (.T,y) € RQa
n(03z7y) :no(:r,y), (I’,y) €R27

ot 7(z,y) =1 — A(y — Bx)?, avec A, B > 0.

La puissance 1+ (5 est la généralisation naturelle de Ueffet Allee. La premiére
étape sera de déterminer si on est encore en présence d’'un Hair Trigger Effect,
i.e. si on a encore invasion dans la direction X — —+o0o pour toute condition
initiale ng > 0, 0.

Il faudra ensuite déterminer si on peut montrer un analogue du théoréme
7.2, avec les bonnes conditions de queue lourde sur ng. Au vu de (23), on peut
supposer que la condition ug(z) < C'/z* devienne (X) < C/X* (et de méme
pour la condition ug(z) > C/x®). Il n’est toutefois pas certain que la fonction
I'g joue le méme role dans ce nouveau modéle, car & cause de 'effet Allee, nous
ne sommes plus dans le cadre Fisher-KPP. On renvoie a la section 8.5 pour plus
de détails.
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Conclusion

Au cours de ce rapport, nous avons étudié une équation de réaction-diffusion
qui modélise I’évolution d’une population soumise aux effets de migration, de
mutation, de reproduction et de compétition non-locale en le phénotype, dans le
cas particulier ou le trait phénotypique optimal dépend linéairement de I’espace.

Nous avons déterminé un encadrement de la vitesse asymptotique de pro-
pagation d’une solution, dans le cas ot la condition initiale posséde une queue
lourde en espace. Nous avons également dégagé des pistes quant & ’état station-
naire atteint une fois que la population a envahi 'espace.

Ce stage m’a donné en premier lieu ’occasion d’acquérir des connaissances
et de 'expérience en matiére d’EDP paraboliques et de fronts d’invasion dans
les équations de réaction-diffusion. Mais surtout, ce stage m’a permis d’étre en
contact avec différents chercheurs et doctorants, et ainsi d’avoir une vision plus
large des thématiques de recherche mathématiques, notamment en dynamique
des populations et en neurosciences.

Enfin, ce stage m’a procuré un éclairage sur le monde de I’enseignement et
de la recherche, ce qui a renforcé ma motivation & poursuivre dans cette voie.
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Annexe

8 Eléments propres d’un opérateur elliptique
Dans toute cette partie, on prend N € N*,  un ouvert connexe régulier de
RN,
On renvoie a [6] pour les sections 8.1, 8.2 et 8.4. La section 8.3 s’appuie sur

[4].

8.1 Opérateur elliptique du second ordre

Définition 8.1. On dit que L est un opérateur elliptique (du second ordre) sur
Q ¢’il s’écrit sous la forme

N
i=1

1<4,j<N
avec a;j,b;,c € L>(Q).

Dans toute la suite, on considérera que

Qij = Qjj, aij,bi,c S COO(Q)

Définition 8.2. Soit L un opérateur elliptique sur Q. On dit que L est unifor-
mément elliptique sur  s’il existe v > 0 tel que pour tous £ € RV et 2 € Q on

a
> ai(@)6g > viEl

1<i,j<N

Typiquement, Lu = Awu est un opérateur uniformément elliptique.

8.2 Eléments propres d’un opérateur elliptique

Dans cette partie, on suppose que €2 est borné.

Définition 8.3. On dit que A € C est une valeur propre de —L s’il existe une
solution faible w non triviale de

—Lw = Aw, sur €,
w =0, sur 0f).

Toute fonction w vérifiant les conditions ci-dessus est dite une fonction propre
associée a .

Par solution faible, on entend w € H*(2) tel que pour toute fonction ¢ €
C(Q) on a

/Q Z(az‘w)aj(aijsﬁ)—Z(biaiw)w—cwp Z/Q)\wcp.



Etant donné nos hypothéses de régularité sur a,;, b;, ¢, on peut montrer qu’alors
w € C*(Q), et donc vérifie —Lw = Aw au sens fort, i.e. C%(Q).

On dispose d’un résultat particulier sur les valeurs propres d’un opéra-
teur elliptique, qui transpose dans une certaine mesure le théoréme de Perron-
Frobenius pour les matrices :

Théoréme 8.4. On suppose que L est uniformément elliptique sur €. Alors
il existe une valeur propre réelle Ao de lopérateur —L telle que si A € C est
une autre valeur propre, alors Ao < Re()), avec égalité ssi X\ = X\g. De plus,
la valeur propre Ao est simple, i.e. une seule fonction propre y est associée
a constante multiplicative prés. Enfin \g est caractérisée par l'existence d’une
fonction propre strictement positive sur €.

Définition 8.5. )\ est dite la valeur propre principale de —L.

Par exemple, pour R > 0, les valeurs propres de —L = —03,, défini sur
] — R, R[ sont exactement les A\, = ((k+ 1)%)2 avec k € N, associées aux
fonctions propres wy = cos ((k + 1)%:6). La valeur propre principale de —L est
donc Mg car A\g < A si k > 1. On remarque qu’on a effectivement wj; > 0 sur
|- R,R[ssik=1.

8.3 Eléments propres généralisés

On a défini les éléments propres dans le cas 2 borné. Il est possible d’étendre
cette notion dans des domaines © non bornés. Soit L = a;;0;; + b;0; + ¢
un opérateur uniformément elliptique défini sur . On suppose de plus que
aij, b, c € CZOO’Z(Q)7 avec 0 < v < 1. Alors on peut définir un analogue de la
valeur propre principale :

Définition 8.6. On appelle valeur propre principale généralisée (VPPG) de
lopérateur —L le réel

Xo(—L,Q) =sup{A e R|I¢p € C*(NCL.(Q), ¢ >0, —Lp > A\p dans RV } ,

ot C} () est I'ensemble des fonctions de C} () qui admettent un prolonge-
ment C' sur O9.
Oun dit que ¢ est une fonction propre principale généralisée (FPPG) de —L
sur 2 si
—Ldo = Xo(—L,Q2)¢o, sur Q,
¢o >0, sur €.

En particulier, on n’impose pas que ¢ ou ¢q soient bornées. On verra
Cette définition est effectivement une généralisation, comme le montre ce
théoréme :

Théoréme 8.7. Si Q) est borné, alors la valeur propre principale généralisée
Ao(—L, Q) coincide avec la valeur propre principale définie par le théoréme 8.4.
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Le théoréme suivant est utile pour déterminer la valeur propre principale
généralisée de certains opérateurs :

Théoréme 8.8. Si (), est une suite d’ouverts bornés connezxes réguliers non
vides tels que
D C i1, J2W=0,
neN
alors Mo(—L, Q) \ Ao(—L, Q) quand n — +o0.
De plus, la suite des fonctions propres principales ¢ de —L sur €, converge
dans C*7, avec 0 < ¥ < 7, vers une FPPG ¢y de —L sur ). En particulier, il

loc”’

eziste toujours une FPPG associée a la VPPG.

Par exemple, pour L = 0,, défini sur R, on a vu que Ao(—L,] — R, R[) =
(£=)°, donc Ao(=L,R) = 0.

Théoréme 8.9. Soit A € R tel qu’il existe une fonction ¢ € C*(Q) N CL_(Q)
telle que

—Lo=Xp sur,

¢>0 sur Q.

Alors A = \og(—L,Q), et donc ¢ est une FPPG de —L sur ).

Démonstration. Pour plus de concision, on pose A\g = (—L, ). De par lexis-
tence de ¢, on a déja A < Ag. Supposons par 'absurde que A < Ag. Alors il
existe un ouvert borné Q, C Q tel que A} = A\g(—L,,) soit dans I'intervalle
1A Aol O

Dans le cadre de ce rapport, les opérateurs elliptiques qu’on considére ont un
terme d’ordre zéro ¢ € L§S (€2), et non L>(€2). On peut étendre les définitions
et théorémes précédents au cas ot ¢ € LjS (§2) est majoré. On renvoie le lecteur
a [2, 4] pour plus de détails.

8.4 Influence du signe de la valeur propre principale

Dans cette partie, on suppose que €2 est borné.
On suppose également que L s’écrive sous la forme

Lu = Z 0;(ai;(x)0ju) + c(x)u,

1<i,j<N

avec ¢ > 0 sur €.

Dans cette section, on montre que pour certaines EDP simples, le signe de
Ao détermine si la solution tend vers zéro ou explose exponentiellement vite.
On ne peut toutefois pas adapter ces résultats & notre modéle (8). Pourtant,
méme pour le modéle (8), il se trouve que le signe de )y détermine la survie
ou l'extinction de la population. Le but de cette section est donc d’illustrer ce
phénomeéne dans des modéles simples et & expliquer pourquoi on s’inspire de \g

et d’une fonction propre associée dans nos preuves.
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L’opérateur L ci-dessus est auto-adjoint, et on peut donc montrer un théo-
réme similaire & la diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts :

Théoréme 8.10 (Diagonalisation d’un opérateur elliptique). On suppose que L
est uniformément elliptique sur Q) et vérifie les hypothéses ci-dessus. Alors toutes
les valeurs propres de —L sont réelles. Si on les note (A;)ren, en les comptant
avec leur multiplicité, il existe une base orthonormale (wi)ren de L2(2) ot wy
est une fonction propre de —L associée a \y.

On rappelle que Ay est la valeur propre principale de —L, et qu’elle est
simple. On a donc A\g < A1 < X\ < ...
On considére maintenant PEDP
Oyu — Lu =0, t>0,z€,
u(t,z) =0, t>0,x €09,
’U,(O,Jf) = UO(I)a T e Qv
avec f,up € L?(£2). On a existence et unicité d’une solution faible u € L?([0, T]; H} (2))

pour tout T' > 0. Comme H}(Q) C L?*(Q), on peut décomposer u(t,-) selon la
base (wg) :

u(t,z) = Z ag (t)wg(z).
k=0

En réinjectant dans ’équation de départ, on trouve

[a, (8) + e (B) Ak wi(z) = 0.
k=0

En projetant selon chaque composante wy, on obtient un systéme d’EDO :
o) (t) = —=Agar(t) + fr. Ainsi, ag(t) = Cre ***. Les constantes Cj sont en fait
les coordonées de ug dans la base (wg).

Supposons que Ag > 0. Alors pour tout & on a A\p > 0. Ainsi,

[t Miz@) = Y an(®)?
k=0
_ i C2e=2Ant
k=0

o
672)\0t E C]E
k=0

672)\0t‘|U0| ‘QLQ(Q)a

IN

IN

et donc u(t,-) — 0 dans L%(Q), avec une vitesse de convergence en O(e~?0t)
quand t — 4o0.

Supposons maintenant que Ay < 0. S’il existe k € N tel que Ay < 0et Cy # 0,
alors la norme oy (t) explose exponentiellement, et de méme pour la norme L2
de u(t, ).
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Par exemple, ’équation de la chaleur avec conditions de Dirichlet correspond
& —L = —0y, sur [-R, R]. Comme \o(—L,] — R, R[) = (§%)? > 0, la solution
u tend vers zéro. Toutefois, avec —L' = —0,, — ()%, on a Ao(—L',] - R, R|) =

f(%)z < 0, donc la solution peut ne pas exploser exponentiellement en temps.

8.5 Généralisation de la notion “fonction de type Fisher-
KPP”

On considére I’équation
Opu — Ogau = f(u),

avec f € C1([0,1]) telle que f(0) = f(1) = 0, et f > 0 sur ]0,1[. Une telle
fonction f est dite monostable.

On rappelle que f est de type Fisher-KPP si en plus d’étre monostable, on
a f'(0) > 0et f(s) < f'(0)s (la condition f/(1) < 0 n’est pas nécessiare : elle ne
sert que pour I’étude du portrait de phase, mais les conclusions par la méthode
du principe du maximum sont identiques). On a vu que si f est de type Fisher-
KPP, on est en présence d’un Hair Trigger Effect, i.e. toute condition initiale
non nulle entraine la survie et ’invasion de I’espéce.

Le cadre Fisher-KPP peut se généraliser en dimension supérieure. Plus pré-
cisément, si on considére, pour = € Q C RY, I'équation

Opu — Lu = f(xvu)a
alors on dit qu’on est dans le cadre Fisher-KPP si

flz,s) < a—f(z,O)s, Ve e, Vs >0
ou
et si la valeur propre principale (généralisée ou non) de l’opérateur —L—3; f (z, 0)
sur  est strictement négative.
Dans le cadre de notre modeéle (8), on a vu que si A\g < 0, alors on est encore
en présence d’'un Hair Trigger Effect, comme le montre le théoréme 2.5. Ceci est
di au fait qu’on est encore dans le cadre Fisher-KPP, car

o) = [ nlt)is] o < e

et que la valeur propre principale généralisée de 'opérateur —0,, — Oyy — 7 (2, y)
est encore )\, comme cela est montré dans [2].
9 Principes du maximum paraboliques

Dans toute cette partie, on prend N € N* Q un domaine (i.e. ouvert

connexe) régulier de RV. On pose également 7' > 0 et D le cylindre |0, T[x€ C
RN*L En particulier D est un domaine, et D est borné ssi Q est borné.
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FIGURE 7 — Schéma du domaine D =]0,T[x, ou ©Q =]a,b[C R. En rouge, le
bord parabolique de D.

Enfin, on définit le bord parabolique de D par :

0pD = ({0} x Q) U (]0,T] x 0)
= 0D\ ({T} x Q).
On renvoie 4 la Figure 7 pour une illustration.

Les résultats des sections 9.2 & 9.4 sont issus de [11]. Ceux des sections 9.5
et 9.6 sont tirés de [13].

9.1 Opérateur parabolique du second ordre

Définition 9.1. On dit que P est un opérateur parabolique (du second ordre)
sur D s'il s’écrit sous la forme

Pu := 0;u — Lu,
ou
N
Lu:= Y aj(t,2)05u+ Y bi(t,z)du+ c(t,z)u,
1<4,j<N i=1

avec a;j,b;,c: D — R.

Sauf mention contraire, on supposera que

aj = aji,  aij,bi,c € CO(D)NLX(D).
On peut donc voir P comme étant la différence entre 0; et un opérateur

elliptique. La fonction u est supposée assez réguliére pour que les expressions
ci-dessus aient un sens, par exemple u € C*2(D) ou u € WH2P(D).
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Définition 9.2. Soit P un opérateur parabolique. On dit que P est uniformé-
ment parabolique sur D s’il existe v > 0 tel que pour tous £ € RN et (t,2) € D
on a

> gt &g > viEl

1<i j<N
Typiquement, P = J;u — Aju est un opérateur uniformément parabolique.

Définition 9.3. Soit v € C1?(D). On dit que u est une sous-solution (resp.
sous-solution) de I'opérateur P si on a Pu < 0 (resp. Pu > 0) sur D.

9.2 Principe de comparaison linéaire

Théoréme 9.4 (Principe du maximum faible). On suppose que D est borné.
Soit P un opérateur uniformément parabolique sur D avec c(t,z) < 0. Soit
u € CH2(D)NC(D) tel que Pu <0 sur 2. Alors si maxzu >0 on a

Si c(t,x) =0, alors la condition maxyu > 0 n'est pas nécessaire.

En appliquant ce théoréme & —u, on déduit le principe du minimum : si
Pu > 0 et mingu < 0 sur D, alors minyu = ming, p . On notera bien que
c’est le maximum sur le bord parabolique 0, D qui importe.

Une conséquence importante du théoréme 9.4 est le principe de comparison
suivant, valable sur les domaines bornés.

Corollaire 9.5 (Principe de comparaison linéaire (domaine borné)). On sup-
pose que D est borné. Soit P un opérateur uniformément parabolique sur D.
Soient u,v € CY*(D) N C(D). Alors

Pu< Pu, (t D
U < v, (71})6 ’ :>u§v, (t,i[,')ED
U S v, (tam) € 8pD’

Remarque. On n’apas besoin de ’hypotheése ¢(¢, ) < 0. Si effectivement ¢(t, z) <
0, le résultat découle trivialement du principe du maximum faible. Sinon, si on
pose a = |[c|[z~(p), et dans ce cas

Pu = Pu+ au=du— Lu+ au

vérifie les hypothéses du principe du maximum faible parabolique (car ¢ — o <
0). Il suffit alors d’appliquer le principe de comparaison avec P aux fonctions
@ =e "y et o =e v, pour avoir le résultat avec P.

Remarque. En particulier, si u est une sous-solution, si v est une sur-solution,
et si u <wsur 9,D, alors u < v sur D.
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9.3 Principe du maximum fort

Les théorémes 9.6 et 9.7 ci-dessous se démontrent & partir du lemme de Hopf.
On n’exposera pas le lemme de Hopf, car on n’en aura pas besoin dans le cadre
de ce rapport.

Théoréme 9.6 (Principe du maximum fort). Soit P un opérateur uniformé-
ment parabolique sur D avec c(t,x) < 0. Soit u € CY%(D) tel que Pu < 0 sur
D. Sil eziste (to,z0) € D\O,D tel que u(zg) = maxqu > 0, alors u = u(xo)
sur [0,t0] x Q.

Si c(x) =0, alors la condition u(xg) > 0 n’est pas nécessaire.

Si u(xo) = 0, alors la condition ¢ < 0 n’est pas nécessaire.

Dans le cas ou D est borné, le théoréme 9.6 est plus fort que le théoréme
9.4 : il implique en particulier que si u atteint son maximum en un point de D,
alors u est constante.

Théoréme 9.7 (Conséquence du lemme de Hopf). Soit P un opérateur unifor-
mément parabolique sur D avec c(t,x) < 0. Soit u € C12(D) N CY(D) tel que
Pu <0 sur D. Sil existe (to,p) € 9D tel que u(to,p) = maxpyu > 0, alors ou
bien u = u(to,p) sur [0,to] X Q, ou bien avec n le vecteur normal sortant en p,
on a

ou

%(t07p) > 0.

Si c(x) =0, alors la condition u(to,p) > 0 n'est pas nécessaire.
Si u(to,p) = 0, alors la condition ¢ < 0 n’est pas nécessaire.

En d’autres termes, si u n’est pas constante, son gradient admet une pente
stricte en un point de 9, D ou elle est maximale.

9.4 Principe du maximum fort dans dans un domaine non
cylindrique

Les théorémes précédents sont donnés dans le cas oit D est un cylindre, i.e.
est de la forme ]0, T[x€. Ils sont encore vrais dans un cadre plus général. Dans
le cadre du présent rapport, on aura juste besoin d’une généralisation de la
conséquence du lemme de Hopf parabolique, dans le cas N = 1.

Soit donc D un domaine de [0, 7] x R. On suppose que sa frontiére 9D est
constituée par :

— deux ouverts connexes de R Dy et Dy vérifiant Dy C {t = 0} x R et

Dr C {t = T} X R,
— deux courbes v; et 2 qui peuvent s’écrire sous la forme {(¢, f;(¢)) | t € [0,T]}
avec f; € C2([0,T)).
Dans ce cadre, on définit alors la frontiére parabolique de D par 0,D = Dy U
Y1 Une.
En particulier, il est impossible que D s’évase “infiniment vite” (Figure 8).
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FIGURE 8 — Deux domaines D de R, x R. A gauche, D s’évase & vitesse finie :
les courbes ~; ont la forme voulue, avec f; affine. A droite, D s’évase i vitesse
infinie en t = T'/2.

Théoréme 9.8 (Conséquence du lemme de Hopf (D non cylindrique)). On sup-
pose que D vérifie les hypothéses ci-desssus. Alors le théoréme 9.7 reste valide.

9.5 Principe de comparaison linéaire sur un domaine non
borné

Dans le cas d’un domaine non borné, il existe une principe de comparaison
linéaire, mais il nécessite des conditions supplémentaires. La définition du bord
parabolique 0, D reste inchangée.

Dans cette section, on ne suppose plus a;;, b;, ¢ € L (D).

Théoréme 9.9 (Principe de comparaison linéaire (domaine non borné)). Soit
P un opérateur uniformément parabolique sur D tel que

|aij(t7m)| < Ma
M > 0V(t,z) € D |b;(t, )| < M(|z| + 1),
le(t, 2)| < M(|z]* +1).

Soit w € CY2(D) N C(D) telle que w(t,x) > —BePl2® pour des constantes
B,5 > 0. Alors

Pw>0 t D
{w, (t,z) € D, — w(t,z) >0, (t,z)€ D,

w(t,z) >0, (t,x)€ 0D

Remarque. Par linéarité, on obtient un principe gie comparaison entre u,v €
C™2(D)NC(D) : si par exemple |ul, |v] < Be~Pl=I" alors

<
{P“P”’ (t2) €D, 2y <olt,a), (ta)eD.

u(t,z) <ov(t,z), (t,z)€ 0,D
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Remarque. La encore, on n’a pas besoin d’imposer de signe sur ¢(t, 2). On notera
4 . 2 2 ~ .
que sans la minoration w(t,z) > —Befl#l" ce théoréme n’est plus vrai. Par

exemple, avec
o0

w(t,z) = — Z ix%dfk(e—l/t?)
e 2k!7 dtk ’
k=0
on a yw — Ozpw = 0, et w(0,2) = 0, pourtant w(t,x) < 0 pour ¢t > 0 et tout
x €R.

9.6 Principe de comparaison non-linéaire

Pour plus de concision, on considére le cas = RY.

Théoréme 9.10 (Principe de comparaison non-linéaire). On suppose que D =
10, T[xRYN. Soit u,v € C12(D) des solutions bornées de l'équation yw — Aw =
F(w). On suppose que F et F’' sont continues et bornées sur U, ow U est un
ouvert qui contient les valeurs prises par u et v.

Alors, si u(0,z) <v(0,7) sur RN, on a u(t,x) < v(t,x) sur D.

10 Inégalité de Harnack parabolique

Soit N € N*, et © un ouvert de R™V. Soit T > 0 et D le cylindre ]0, +00[xQ C
RN+1. Soit P un opérateur uniformément parabolique défini par

N
Pu = 0iu— Z ai;(t, x)0iu — Z bi(t, x)0iu — c(t, z)u,
1<ij<N i=1

avec a;j, b;,ce L (D)

loc

10.1 Inégalité de Harnack classique

Théoréme 10.1 ([10]). Soient D et P vérifiant les hypothéses du début de la
section 10. Soient 7 >0 et 0 < R < R».

Il existe une constante Cyr > 0 telle que pour tous (t,%) €)27, +oo[xRY
vérifiant Brn (T, Re) C Q, et pour toute fonction u € CY2(D) a valeurs dans
Ry qui vérifie Pu=0 sur [t — 27;t] X Q, on a

max u(t—7,) <Cyx min u(t,-).
B(Z,R1) B(z,R1)

En particulier, la solution positive d’'un probléme parabolique linéaire ne
peut pas osciller trop fortement. Par ailleurs, on sait déja, par le principe du
maximum fort, qu’elle ne peut pas atteindre zéro en ¢ sans s’annuler pour ¢t < t.

Remarque. 11 est nécessaire que le décalage 7 soit strictement positif pour
que le théoréme 10.1 soit vrai. En effet, pour N = 1, zp € R, et u(t,x) =

67



\/i? exp (— (IZ‘?O)Q) la solution de 1’équation de la chaleur, alors pour t = 1,

T =0, et tout R >0, on a

MaXyeB(0,R) u(l, ) u(1,0) (R+g)?—a3 2Raq+ R2
> =e 1 =e 1 ,

mianB(O,R) ’U,(l, 1’) N u(lu

qui n’est pas majoré par une constante Cy > 0 quand xg — +o0.

10.2 Inégalité de Harnack raffinée

Bien que le théoréme 10.1 soit faux pour 7 = 0, sous certaines hypothéses
supplémentaires, on peut prouver le théoréme suivant, oi aucun décalage n’est
requis. On n’en donne qu’une version simplifiée, qui nous suffit dans le cadre de
ce rapport.

Théoréme 10.2. [2]Soient D et P vérifiant les hypothéses du début de la sec-
tion 10. On suppose qu’il existe K > 0 tel que

aij(t,r) < K, bi(t,r) < K, c(t,z) < K, V(t,z) €]0, +oo[xRY.

Soit également R > 0,5 >0, U >0, t> 0.

Il existe une constante Cy; > 0 telle que pour tout T € RY, et pour toute
fonction v € C*2(D) d valeurs dans Ry qui vérifie Pu =0 sur D et ||u| L= (p) <
U, ona

t,) < Cf i t,-)+90.
el ) = O gy
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