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Résumé

Au cours de ce stage, on a étendu à un modèle en dimension supérieure,
un encadrement de la vitesse asymptotique de propagation d'une solution de
l'équation de Fisher-KPP. Cet encadrement concerne le cas où la condition
initiale est à queue lourde, i.e. décroit plus lentement que toute exponentielle à
l'in�ni.

La première étape a été de dé�nir, dans le cadre de la dimension supérieure,
ce que signi�e avoir une queue lourde pour la condition initiale. Plusieurs pistes
ont été retenues, et c'est au cours de la deuxième étape que la bonne dé�nition
a été trouvée.

La deuxième étape a été de construire de manière explicite les sur- et sous-
solutions pour obtenir l'encadrement. Plusieurs di�cultés ont été surmontées : la
présence d'un terme non-local, l'extension de la sous-solution depuis une bande
étroite à une bande large, entre autres. Plusieurs constructions étaient possibles,
notamment pour la sous-solution, et cela a mené à plusieurs améliorations suc-
cessives des résultats obtenus, en termes de précision et de généralité.

En�n, on a exhibé un état stationnaire de notre modèle et proposé une
conjecture sur la convergence locale de la solution en temps long vers cet état
stationnaire. Cette conjecture est étayée par des simulations numériques et par
des résultats similaires obtenus dans un modèle très proche, mais plus simple
que celui de ce rapport.

Mots-clés libres : Fronts d'invasion, vitesse asymptotique de propagation,
modèles non-locaux, écologie évolutive
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Introduction

Les équations de réaction-di�usion sont un des principaux domaines de re-
cherche en mathématiques appliquées. L'équation de Fisher-KPP, qui sert de
base à la grande majorité des modèles, est toujours un sujet de recherche au-
jourd'hui. Ce type d'équations intervient de manière récurrente en neurosciences,
en écologie, en dynamique des populations, ou encore en chimie.

Bien qu'on ne connaisse pas la solution exacte de ces équations, une ap-
proche populaire pour analyser ces équations passe par l'étude de la vitesse
asymptotique de propagation des solutions, et dans certains cas la convergence
des solutions vers une certaine fonction.

C'est dans ce contexte que s'inscrit mon stage de Master 2, qui s'est dé-
roulé au sein de l'Institut Montpelliérain Alexandre Grothendieck, rattaché à
l'Université de Montpellier.
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Première partie

Contexte et état de l'art

1 L'équation de Fisher-KPP

1.1 Présentation

On appelle équation de Fisher-KPP l'équation suivante :{
∂tu− ∂xxu = f(u), t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

(1)

où f est une fonction C1 qui véri�e
f(0) = f(1) = 0,

0 < f(s) ≤ f ′(0)s, s ∈]0, 1[,

f ′(0) > 0,

f ′(1) < 0,

(2)

tandis que u0 est uniformément continue et véri�e{
u0(x) ∈ [0, 1], x ∈ R,
u0 6≡ 0.

(3)

On admettra que pour toute condition initiale u0 véri�ant (3), il y a existence
et unicité d'une solution u ∈ C1,2(R∗+×R)∩C0(R+;L∞(R)) au problème (1)-2.

L'équation (1) a été étudiée indépendamment en 1937 dans [7] et [9]. Elle
intervient notamment en dynamique des populations (où l'inconnue u(t, x) peut
représente une densité d'individus), ou en cinétique chimique (où u est la concen-
tration d'une molécule). Dans la suite, on adoptera le point de vue où u repré-
sente une population d'individus.

L'équation de Fisher-KPP est l'un des modèles les plus simples d'équation
de réaction-di�usion. Le terme −∂xxu correspond à la partie di�usion : la po-
pulation se déplace là où il y a peu d'individus, ce qui a tendance à uniformiser
la densité en temps long, comme pour l'équation de la chaleur. Le terme f(u)
correspond à la partie réaction : il représente la variation de la population par
la naissance ou la mort. On notera que f ne dépend pas de t, x.

Nous verrons en section 1.2 que les hypothèses ci-dessus entraînent que que
u(t, x) ∈ [0, 1] pour tous (t, x). Le fait que la densité de population reste positive
est naturel. Le fait que cette densité est majorée par 1 signi�e que l'environne-
ment est saturé pour cette valeur limite : il ne permet pas d'accueillir davantage
d'individus (manque de ressources, etc).

L'équation (1) est dite de Fisher-KPP en raison de la condition f(s) ≤ f ′(0)s
sur ]0, 1[, et la fonction f est alors dite de Fisher-KPP. A titre d'exemple, f(u) =
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u(1 − u) est de type Fisher-KPP, tandis que f(u) = u2(1 − u) ne l'est pas car
sa dérivée en 0 est nulle. Cette condition implique en particulier que le rapport
f(s)/s, qui représente le taux de naissance par tête, est maximal en s = 0.
Autrement dit, la population se reproduit d'autant mieux que la densité u est
petite (mais strictement positive). Sans le terme di�usif −∂xxu, la solution de
l'équation u′(t) = f(u(t)) tend ou bien vers l'équilibre instable 0 si u0 = 0, ou
bien vers l'équilibre stable 1 si u0 ∈]0, 1].

Ainsi, on est en présence de deux e�ets : la di�usion qui tend à étaler la ré-
partition dans l'espace des individus, et la réaction qui fait tendre la population
vers 1. Dans le cadre Fisher-KPP, nous verrons que cela conduit à la survie de
la population u, et même à la saturation de tout point de x ∈ R, i.e.

∀x ∈ R lim
t→+∞

u(t, x)→ 1.

En�n, on aura besoin de cette dernière hypothèse sur f : il existe δ > 0,
s0 ∈]0, 1[ et M > 0 tels que

f(s) ≥ f ′(0)s−Ms1+δ, s ∈]0, s0].

C'est en particulier le cas si f véri�e les hypothèses précédentes et que f ∈
C1,δ([0, s0]).

1.2 Préliminaires

Dans cette section, on expose quelques résultats importants de l'annexe, qui
seront utiles tout au long de ce rapport.

Soit N ∈ N∗ et Ω un domaine (i.e. ouvert connexe) de RN . On dé�nit le
domaine cylindrique D :=]0, T [×Ω ⊂ RN+1. Soit P un opérateur uniformément
parabolique du second ordre sur D, dont la dé�nition est donnée en annexe,
section 9.1 (en première lecture, on peut considérer N = 1 et P = ∂t − ∂xx).

Dé�nition 1.1. Soit u ∈ C1,2(D). On dit que u est une sous-solution (resp.
sous-solution) de l'opérateur P si on a Pu ≤ 0 (resp. Pu ≥ 0) sur D.

Les principaux résultats concernant les opérateurs paraboliques sont les prin-
cipes de comparaison.

Théorème 1.2 (Principe de comparaison linéaire (domaine borné)). On sup-
pose que D est borné. Soit P un opérateur uniformément parabolique sur D.
Soient u, v ∈ C1,2(D) ∩ C(D). Alors

Pu ≤ Pv, (t, x) ∈ D,
u(t, x) ≤ v(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

u(0, x) ≤ v(0, x), x ∈ Ω,

=⇒ u ≤ v, (t, x) ∈ D.

Dans le cas où le domaine D est non borné, il faut une condition supplémen-
taire sur la croissance en |x| → +∞ :
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Théorème 1.3 (Principe de comparaison linéaire (domaine non borné)). Soit
P un opérateur uniformément parabolique sur D. Soit w ∈ C1,2(D)∩C(D) telle

que w(t, x) ≥ −Beβ|x|2 pour des constantes B, β > 0. Alors
Pw ≥ 0, (t, x) ∈ D,
w(t, x) ≥ 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

w(0, x) ≥ 0, x ∈ Ω,

=⇒ w(t, x) ≥ 0, (t, x) ∈ D.

Remarque. Par linéarité, on obtient un principe de comparaison entre u, v ∈
C1,2(D) ∩ C(D) : si par exemple |u|, |v| ≤ Beβ|x|2 , alors{

Pu ≤ Pv, (t, x) ∈ D,
u(t, x) ≤ v(t, x), (t, x) ∈ ∂pD

=⇒ u(t, x) ≤ v(t, x), (t, x) ∈ D.

Dans cette section 1, on utilisera surtout le principe de comparaison non-
linéaire suivant, qu'on énonce dans un cadre très restreint car cela nous su�t
dans ce rapport :

Théorème 1.4 (Principe de comparaison non-linéaire). On suppose que D =
]0, T [×RN . Soit u, v ∈ C1,2(D) des solutions bornées de l'équation ∂tw−∆w =
F (w). On suppose que F et F ′ sont continues et bornées sur U , où U est un
ouvert qui contient les valeurs prises par u et v.

Alors, si u(0, x) ≤ v(0, x) sur RN , on a u(t, x) ≤ v(t, x) sur D.

Voici une première application du théorème 1.4 :

Corollaire 1.5. On suppose que u0 véri�e (3). Alors la solution u(t, x) du
problème (1)-(2) véri�e 0 ≤ u(t, x) ≤ 1 pour tous (t, x).

Démonstration. Soit T > 0. Comme u ∈ C0([0, T ], L∞(R)), on en déduit qu'elle
est bornée sur [0, T ] × R. Ensuite, on remarque que u ≡ 0 et u ≡ 1 sont des
solutions particulières de (1). Comme

u(0, x) = 0 ≤ u0(x) ≤ 1 = u(0, x),

on en déduit le résultat par le théorème 1.4.

1.3 Des solutions particulières : les fronts de propagation

On considère ici l'équation de Fisher-KPP sans condition initiale :

vt − vxx = f(v), t > 0, x ∈ R,

et on cherche une solution particulière sous la forme v(t, x) = ϕc(x − ct) pour
un c > 0. La fonction v consiste donc en un pro�l y 7→ ϕc(y) qui se propage vers
la droite à vitesse c. Elle est solution de l'équation ssi ϕc véri�e l'EDO

ϕ′′c (y) + cϕ′c(y) + f(ϕc(y)) = 0, y ∈ R. (4)

9



En outre, on dira que ϕc est un front si elle véri�e
0 < ϕc(y) < 1 ∀y ∈ R,
ϕc(y)→ 1, y → −∞,
ϕc(y)→ 0, y → +∞

En�n, on notera que comme l'EDO est autonome, elle est invariante par
translation. Si ϕc est un pro�l solution (resp. un front solution), il en est de
même pour ϕc(·+ ξ) pour tout ξ ∈ R. L'existence et l'unicité de telles solutions
est donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.6. Soit c∗ = 2
√
f ′(0) > 0.

� Pour tout c ≥ c∗ il existe un front ϕc, unique à translation près, solution
de (4). De plus, ϕ′c < 0 sur R.

� Si 0 < c < c∗, il existe un pro�l ϕc, unique à translation près, solution de
(4). Cependant, ϕc présente des oscillations autour de 0 quand y → +∞
et n'est donc pas un front.

Ce théorème justi�e entre autres la notation ϕc employée : pour tout c > 0,
le pro�l ϕc est unique modulo les translations. Pour c < c∗, le pro�l ϕc véri�e
ϕc(−∞) = 1 et ϕc(+∞) = 0, mais il présente des oscillations autour de 0 quand
y → +∞ (cf �gure ...).

La preuve du cas c < c∗repose sur une étude simple du portrait de phase
autour de 0, qui est un état instable du fait que f ′(0) > 0. Lorsque c < c∗, l'état
0 est une spirale ce qui explique les oscillations (Figure 1). Lorsque c ≥ c∗,
l'état 0 est un noeud et donc ϕc ne présente pas d'oscillations à l'in�ni (Figure
2). Toutefois, pour montrer que ϕc est bien un front lorsque c ≥ c∗, la preuve
est beaucoup plus longue et nécessite l'utilisation du principe du maximum (cf
section 9 en annexe). Pour cette raison, nous ne détaillerons pas la preuve de ce
théorème.

Mentionnons en�n que ϕc(y) est solution de (4) ssi ϕ−c(−y) est aussi solu-
tion. Ainsi, si on cherche des solutions qui se propagent vers la gauche, donc
avec une vitesse c < 0, alors par symétrie on a un résultat similaire au théorème
1 (en symétrisant la notion de front pour c < 0) :

� pour −c∗ < c < 0, il existe un pro�l ϕc, unique à translation près,
solution de (4). Cependant, ϕc présente des oscillations autour de 0 quand
y → −∞ et n'est donc pas un front.

� pour c < −c∗, il existe un pro�l ϕc, unique à translation près, solution
de (4). Ce pro�l est un front dans le sens où ϕ′c > 0, ϕc(−∞) = 0,
ϕc(+∞) = 1.

1.4 Résultats de convergence asymptotique

Revenons au problème de Cauchy (1). A la �n de la section 1.1, nous avons
vu de manière non formelle que la population u envahit tout l'espace au cours
du temps. Dans cette section, nous allons justi�er cette assertion, et exhiber le
pro�l limite, quand t→ +∞, de u(t, ·) dans certains cas particuliers.
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Figure 1 � A gauche, portrait de phase de (4) avec ϕc en abscisse et ϕ′c en
ordonnée, pour f(u) = u(1−u), et c = 1

2 < c∗. A droite, le pro�l obtenu. L'état
d'équilibre 1 est un point col, donc instable. L'état 0 est une spirale stable, et
ϕc y oscille quand y → +∞.

Figure 2 � A gauche, portrait de phase de (4) avec ϕc en abscisse et ϕ′c en
ordonnée, pour f(u) = u(1−u), et c = 2 = c∗. A droite, le pro�l obtenu. L'état
d'équilibre 1 est un point col, donc instable. L'état 0 est un noeud stable, et ϕc
y converge en décroissant strictement quand y → +∞.
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Théorème 1.7 ([12], théorèmes 8.1 et 9.2). On suppose que u0 véri�e (3), ainsi
que

lim inf
x→−∞

u0(x) > 0, u0(x) = 0 sur un intervalle de la forme [k,+∞[.

Alors il existe une fonction ξ(t) telle que la solution u(t, x) du problème
(1)-(2) véri�e

||u(t, ·)− ϕc∗(· − c∗t+ ξ(t))||L∞(R) → 0, quand t→ +∞.

De plus, ξ(t) = O(ln t) quand t→ +∞.

Lorsque u0 est à support compact, on peut montrer que u converge unifor-
mément vers ϕc∗ sur [0,+∞[ et ϕ−c∗ sur ] −∞, 0] (on aurait pu remplacer 0
par un réel quelconque), avec des shifts respectifs ξ+(t) et ξ−(t). De ce résultat,
on obtient facilement le corollaire suivant :

Corollaire 1.8. On suppose que u0 véri�e (3). Alors pour tout c < c∗, la
solution u(t, x) du problème (1)-(2) véri�e

inf
|x|≤ct

u(t, x)→ 1, quand t→ +∞.

Démonstration. Si u0 est une condition initiale quelconque, comme u0 6≡ 0, il
existe une fonction v0 qui véri�e v0 6≡ 0, v0 ≤ u0, et v0 à support compact.
Soit v(t, x) la solution de (1) avec condition initiale v0. Alors par le principe de
comparaison non-linéaire (théorème 1.4), on a v(t, x) ≤ u(t, x) pour tout (t, x).
Or, v converge vers ϕc∗ sur R+ et ϕ−c∗ sur R−.

Soit maintenant δ > 0 et ζ < 0 tel que ϕc∗(ζ) > 1 − δ. Comme c < c∗, il
existe T > 0 tel que pour tout t ≥ T on a ct− c∗t ≤ ζ. Donc pour x ∈ [0, ct] on
a par décroissance de ϕc∗ :

ϕc∗(x− c∗t) ≥ ϕc∗(ct− c∗t) ≥ ϕc∗(ζ) ≥ 1− δ.

En prenant T éventuellement encore plus grand, on peut assurer par le théorème
1.7 que v(t, x) ≥ ϕc∗(x− c∗t)− δ sur [0, ct]. Ainsi, on a pour t ≥ T :

inf
0≤x≤ct

v(t, x) ≥ 1− 2δ.

Comme δ a été choisi quelconque, et que v ≤ u, on a le résultat.

Ce résultat montre que toute condition initiale, aussi petite soit-elle, entraine
une invasion de tout l'espace avec une vitesse asymptotique au moins c∗, dans
les deux directions. Ce phénomène est appelé le �Hair Trigger E�ect�.

Théorème 1.9 ([12], théorèmes 8.2 et 9.3). On suppose que u0 véri�e (3), ainsi
que

lim inf
x→−∞

u0(x) > 0, u0 > 0, u0(x) ∼
+∞

Ae−αx,
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avec A > 0 et 0 < α < α∗ :=
√
f ′(0). Soit c donné par

c = α+
f ′(0)

α
.

Alors il existe ξ ∈ R tel que la solution u(t, x) du problème (1)-(2) véri�e

||u(t, ·)− ϕc(· − ct+ ξ)||L∞(R) → 0, quand t→ +∞.

Lorsque α est égal à la valeur critique α∗, alors u se propage asymptotique-
ment à la vitesse c∗ := 2

√
f ′(0) et il converge uniformément vers ϕc∗(· − c∗t+

ξ(t)) avec ξ(t) = O(ln t).
Lorsque α > α∗, on peut encadrer u0 par une fonction v0 à support compact

et une fonction w0(x) ∼ Ae−α
∗x quand x → +∞. Si on note v (resp. w) la

solution de (1) avec pour condition initiale v0 (resp w0), alors par le principe de
comparaison non-linéaire, on a v ≤ u ≤ w sur R+ × R. Or, v et w convergent
vers ϕc∗ (bien qu'avec des shifts di�érents). Donc u se propage aussi à vitesse
c∗, et converge en fait encore vers ϕc∗ avec un shift variable ξ(t) = O(ln t). Il en
va de même si u0 décroit plus rapidement que e−α

∗x à l'in�ni.
De façon très informelle, on peut justi�er le théorème 1.9 de la manière

suivante : pour c > c∗, on peut montrer que les fronts ϕc décroissent exponen-
tiellement vite quand y → +∞. Pour des grandes valeurs de y, ϕc est donc très
proche de zéro et on peut chercher son expression comme solution de l'équation
(4) linéarisée en 0 :

ϕ′′c + cϕ′c + f ′(0)ϕc = 0.

Si on cherche ϕc sous la forme e−αx, on trouve que α doit véri�er α2−cα+f ′(0) =
0, d'où la relation entre c et α du théorème 1.9. Des deux racines α± possibles,

une seule est inférieure à α∗. Elle est donnée par α− = 1
2

(
c−

√
c2 − 4f ′(0)

)
> 0

car c > c∗ = 2
√
f ′(0).

1.5 L'ensemble de niveau

Pour une fonction v(t, x) à valeurs dans [0, 1], on dé�nit son ensemble de
niveau λ ∈]0, 1[ par :

Evλ(t) = {x ∈ R | v(t, x) = λ},

pour t ≥ 0. Si Evλ(t) est non vide pour t assez grand, et si pour tout λ ∈]0, 1[

inf Evλ(t) ∼ supEvλ(t) ∼ ct, quand t→ +∞,

on dira par extension que v se propage (asymptotiquement) à vitesse c.
Dans le cas particulier v(t, x) = ϕc(x − ct), l'ensemble Eϕcλ (t) est réduit

à un singleton puisque ϕ′c < 0, et on véri�e immédiatement que Eϕcλ (t) =
{ct+ ϕ−1

c (λ)}. Autrement dit, v se propage à vitesse c.
De manière générale, on cherche rarement à déterminer explicitement u ou

même ϕc. Les recherches liées à l'équation (1) et sur ses généralisations portent
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plutôt sur la vitesse de propagation (asymptotique) de u. On cherchera donc à
obtenir le meilleur encadrement possible sur Euλ(t) pour de grandes valeurs de
t. Voici un premier résultat simple :

Proposition 1.10. On suppose que u(t, ·) converge uniformément vers ϕc(· −
ct + ξ(t)) sur R avec c > 0. Alors pour tous λ ∈]0, 1[ et δ > 0, il existe T > 0
tel que pour tout t ≥ T on a

Euλ(t) ⊂ [ϕ−1
c (λ) + ct− ξ(t)− δ, ϕ−1

c (λ) + ct− ξ(t) + δ].

En particulier, u se propage à vitesse c.

Démonstration. Pour plus de concision, on pose Ψt(x) = ϕc(x− ct+ ξ(t)). Soit
δ > 0 et λ ∈]0, 1[. Comme Ψ′t < 0, et par continuité de Ψt, il existe ε(λ, δ) > 0
tel que 

λ± ε ∈]0, 1[,

Ψ−1
t (λ− ε) < Ψ−1

t (λ) + δ,

Ψ−1
t (λ+ ε) > Ψ−1

t (λ)− δ.

Or, par hypothèse, il existe T > 0 tel que pour tout t ≥ T on a ||u(t, ·) −
Ψt(·)||∞ ≤ ε. Ainsi, pour tout x ∈ Euλ(t), on a u(t, x) = λ ∈ [Ψt(x)−ε,Ψt(x)+ε],
i.e.

Ψt(x) ∈ [λ− ε, λ+ ε],

⇒x ∈ [Ψ−1
t (λ+ ε),Ψ−1

t (λ− ε)],
⇒x ∈ [Ψ−1

t (λ)− δ,Ψ−1
t (λ) + δ],

d'où le résultat car Ψ−1
t (λ) = ϕ−1

c (λ) + ct− ξ(t).

Ainsi, si u0 véri�e les conditions du théorème 1.7, u se propage à vitesse c∗.
De même si u0 et f véri�e les conditions du théorème 1.9, alors u se propage à
vitesse c. Dans tous les cas, comme u converge vers ϕc avec c ≥ c∗ > 0, on a

lim inf
x→−∞

u(t, x)→ 1, quand t→∞,

lim sup
x→+∞

u(t, x)→ 0, quand t→∞,

et ceci, conjugué avec l'estimation Euλ(t) ∼ ct, donne immédiatement que

inf
x≤c′t

u(t, x) −→
t→∞

1, ∀c′ < c,

sup
x≥c′t

u(t, x) −→
t→∞

0, ∀c′ > c.

Si par contre u0 est à support compact, alors on a
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inf
|x|≤c′t

u(t, x) −→
t→∞

1, ∀c′ < c,

sup
|x|≥c′t

u(t, x) −→
t→∞

0, ∀c′ > c.

Dans tous les cas, u relie les deux états d'équilibre, 0 et 1, et l'invasion se produit
dans une région qui se déplace à vitesse c.

1.6 Cas où u0 est à queue lourde

On a vu que si u0 est à décroissance plus rapide qu'une exponentielle, alors
u se propage à vitesse c∗. Il est alors naturel de se demander à quelle vitesse se
propagerait u si u0 décroit plus lentement qu'une exponentielle. Cela motive la
dé�nition suivante :

Dé�nition 1.11. On dit qu'une fonction w : R → R est à queue lourde (en
+∞) si

∀ε > 0, ∃xε ∈ R, w(x) ≥ e−εx sur [xε,+∞[,

ou de manière équivalente, si pour tout ε > 0, w(x)eεx → +∞ quand x→ +∞.

A titre d'exemple, les fonctions suivantes sont à queue lourde (les équivalents
étant pris en +∞) :

w(x) ∼ Cx−a, C > 0, a > 0,

w(x) ∼ C(lnx)−a, C > 0, a > 0,

w(x) ∼ Ce−bx
a

, C > 0, b > 0, a ∈]0, 1[.

Une conséquence facile à établir est la suivante :

Proposition 1.12. On suppose que u0 véri�e (3), est à queue lourde, et véri�e

lim inf
x→−∞

u0(x) > 0, u0 > 0, lim
x→+∞

u0(x) = 0.

Alors en notant u la solution de (1)-(2), l'ensemble Euλ(t) est non vide pour
t su�samment grand, et

inf Euλ(t)

t
→ +∞.

En particulier, pour tout c > 0, on a Euλ(t) > ct pour t assez grand.

Démonstration. Soit c ≥ c∗ > 0 quelconque. Soit α ∈]0,
√
f ′(0)[ tel que c =

α + f ′(0)/α. Soit maintenant xα ∈ R tel que pour x ≥ xα on a u0(x) ≥ e−αx.
On pose

m = inf
]−∞,xα]

u0(x),
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et on a�rme que m > 0. En e�et, il existe x− tel que

u0(x) >
1

2
lim inf
x→−∞

u0(x), x ≤ x−

tandis que u0 est minorée par une constante strictement positive sur le compact
[x−, xα]. D'où m > 0. On pose alors

v0(x) =

{
m, x ≤ xα,
me−α(x−xα), x ≥ xα.

Comme u0(x) ≥ v0(x), on en conclut par le principe de comparaison non-linéaire
que u(t, x) ≥ v(t, x). Or, par le théorème 1.9, v converge vers ϕc, et donc
Evλ(t) ∼ ct quand t→ +∞.

Si on prouve que Euλ(t) est non vide pour t assez grand et pour tout λ ∈]0, 1[,
alors la démonstration est terminée : en e�et, on a inf Euλ(t) ≥ inf Evλ(t), donc

inf Euλ(t)

t
≥ inf Evλ(t)

t
→ c, quand t→ +∞.

Or, c a été pris quelconque. On en déduit que inf Euλ(t)/t devient plus grand
que toute constante quand t→ +∞, d'où le résultat.

Il reste donc à prouver que Euλ(t) est non vide pour de grandes valeurs de t.
Il su�t pour cela de montrer que

lim inf
x→−∞

u(t, x)→ 1, quand t→∞,

lim sup
x→+∞

u(t, x)→ 0, quand t→∞.

La première assertion est véri�ée pour v(t, x) car v converge vers ϕc. Comme
u(t, x) ≥ v(t, x), cette assertion est aussi vraie pour u. Pour prouver la seconde,
on regarde w la solution de l'équation{

∂tw − ∂xxw = f ′(0)w, x ∈ R, t > 0,

w(0, x) = u0(x) x ∈ R.

Or, on remarque que

∂tu− ∂xxu− f ′(0)u ≤ ∂tu− ∂xxu− f(u) = 0.

Donc u est une sous-solution de l'opérateur ∂t − ∂xx − f ′(0). Comme de plus
u(0, x) ≤ w(0, x), on a par le principe de comparaison linéaire (théorème 1.3)
que u(t, x) ≤ w(t, x) pour tous (t, x).

Or, w(t, x)e−f
′(0)t est solution de l'équation de la chaleur avec condition

initiale u0. On en déduit que pour tout t > 0 et x ∈ R on a

w(t, x)e−f
′(0)t =

1√
4πt

∫
R
e−y

2/4tu0(x− y)dy.
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On se �xe t > 0. Montrons que limx→+∞ w(t, x) = 0. Comme lim∞ u0 = 0, pour
tout ε > 0 il existe x+ tel que u0(x) ≤ ε si x ≥ x+. Ensuite, soit y0 ∈ R tel que

1√
4πt

∫ +∞

y0

e−y
2/4t < ε.

Alors, on a

w(t, x)e−f
′(0)t

=
1√
4πt

∫
R
e−y

2/4tu0(x− y)dy,

=
1√
4πt

∫ y0

−∞
e−y

2/4tu0(x− y)dy +
1√
4πt

∫ +∞

y0

e−y
2/4tu0(x− y)dy,

≤ 1√
4πt

∫ +∞

−y0
e−y

2/4tu0(x+ y)dy +
1√
4πt

∫ +∞

y0

e−y
2/4tdy,

car u0 ≤ 1. Soit ensuite x ≥ x+ + y0. Alors pour y ≥ y0 on a u0(x + y) ≤ ε,
d'où :

w(t, x)e−f
′(0)t ≤ ε√

4πt

∫ +∞

−y0
e−y

2/4t + ε,

≤ ε√
4πt

∫
R
e−y

2/4t + ε,

≤ 2ε,

d'où le résultat. On en déduit que u(t, x)→ 0 quand x→ +∞, et ce pour tout
t ≥ 0. La preuve est terminée.

On sait ainsi que la vitesse de Euλ(t) est sur-linéaire si u0 est à queue lourde.
Autrement dit, la solution u accélère au cours du temps et on a infx≤ct u(t, x)→
1 quand t → +∞, et ce pour tout c ∈ R. On peut toutefois estimer plus
précisément l'ensemble de niveau pour des fonctions qui véri�ent la condition
suivante :

Dé�nition 1.13. On dit qu'une fonction w : R→ R véri�e la condition (Q) si :

1. w est uniformément continue et bornée sur R,
2. lim inf−∞ w > 0, w > 0, lim+∞ w = 0,

3. ∃ξ0 ∈ R tel que w soit C2 et décroissante sur [ξ0,+∞[,

4. w′′(x) = o(w(x)) quand x→ +∞.

Par hypothèse, u0 véri�e 1. et la proposition 1.12 montre que si en plus
u0 véri�e 2. et est à queue lourde, alors la vitesse de propagation de u est sur-
linéaire. De manière remarquable, une fonction qui véri�e (Q) est nécessairement
à queue lourde, comme le montre la proposition suivante :
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Proposition 1.14 ([8]). On suppose que w véri�e (Q). Alors w′(x) = o(w(x))
quand x→ +∞, et w est à queue lourde.

On donne la démonstration par souci d'exhaustivité, mais elle peut être
omise en première lecture.

Démonstration. On pose g = w′/w. Cette fonction véri�e donc g′ = w′′/w− g2

sur [ξ0,+∞[. Supposons par l'absurde qu'il existe ε > 0 et une suite (yn)n dans
[ξ0,+∞[ tendant vers +∞, telle que |g(yn)| > ε pour tout n. Alors il existe
N ∈ N tel que pour tout n ≥ N on a |w′′|/w ≤ ε2/2 sur [yN ,+∞[. Après
extraction par une sous-suite, ou bien g(yn) < −ε, ou bien g(yn) > ε pour tout
n.

Le premier cas entraîne que g(x) < −ε pour tout x ≥ yN . En e�et, supposons
par l'absurde qu'il existe θ > yN la plus petite valeur telle que g(θ) = −ε. Alors
g′(θ) ≤ ε2/2 − ε2 = −ε2/2 < 0. Absurde. Donc g < −ε sur [yN ,+∞[. Ainsi
g′ < ε2/2 − ε2 = −ε2/2 sur [yN ,+∞[. On en déduit que g(x) → −∞ quand
x → +∞. Par conséquent, pour x assez grand, g′ ≤ −g2/2 car w′′/w → 0. En
divisant par −g2 < 0 et en intégrant, on trouve 1/g(x) ≥ x/2, ce qui est absurde
car 1/g(x)→ 0 quand x→ +∞. Contradiction.

Le second cas entraîne que g(x) > ε pour tout x ≥ yN . En e�et, supposons
par l'absurde qu'il existe θ0 > yN tel que g(θ0) = ε. Alors g′(θ0) ≤ ε2/2 −
ε2 = −ε2/2 < 0. Or, il existe n > N tel que yn > θ. Comme g(yn) > ε,
on en déduit l'existence d'un θ1 > θ0 tel que g(θ1) = ε et g > ε sur [θ1, yn].
Mais g′(θ1) ≤ −ε2/2 < 0. Absurde. Donc g > ε sur [yN ,+∞[. En particulier,
g′(x) ≤ −ε2/2 sur [yN ,+∞[. Donc g(x) → −∞ quand x → +∞. Mais g est
minoré par ε. Contradiction.

Ainsi, w′(x) = o(w(x)). On en déduit notamment que pour tout ε > 0 il
existe xε tel que pour x ≥ xε on a w′(x)/w(x) ≥ −ε. Après intégration on
trouve lnw(x) ≥ −εx, donc w(x) ≥ e−εx. Comme cette inégalité est valable
pour ε > 0 quelconque, w est à queue lourde.

Lorsque u0 véri�e (Q), on peut obtenir un encadrement de Euλ(t), ce qui
constitue le résultat principal de [8] :

Théorème 1.15 ([8]). On suppose que u0 véri�e (3) et la condition (Q). Soit
u la solution de (1)-(2).

Alors pour tous λ ∈]0, 1[, ε ∈]0, f ′(0)[, γ > 0 et Γ > 0, il existe Tλ,ε,γ,Γ > 0
tel que

Euλ(t) ⊂ u−1
0

([
γe−(f ′(0)+ε)t,Γe−(f ′(0)−ε)t

])
, ∀t ≥ Tλ,ε,γ,Γ.

La démonstration de ce théorème étant très longue, on se contente d'en
exposer les étapes : on construit une sous-solution u(t, x) du problème avec
u(0, x) ≤ u(0, x). On en déduit que u(t, x) ≤ u(t, x). Ensuite, par construction,
inf E

u
λ(t) se propage vers la droite à vitesse u−1

0 (Γe−(f ′(0)−ε)t), ce qui donne la
borne inférieure de Euλ(t) dans le théorème. Pour la borne supérieure, on fait
de même avec une sur-solution u(t, x). Toute la di�culté de la preuve est de
construire les bonnes sous- et sur-solutions.
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Faisons quelques remarques sur ce théorème : d'une part, pour t assez grand,
on a vu que Euλ(t) est non vide. D'autre part, pour t su�samment grand, les

nombres γe−(f ′(0)+ε)t et Γe−(f ′(0)−ε)t sont bien dans ]0, 1[, et même aussi proche
de zéro qu'on veut.

Ensuite, comme u0 véri�e la condition (Q), on peut trouver ξ1 ≥ ξ0 tel que
u0(x) ≥ u0(ξ1) si x ≤ ξ1. On renvoie à la proposition 5.6 pour une preuve.
Ainsi, pour t su�samment grand, les réels γe−(f ′(0)+ε)t et Γe−(f ′(0)−ε)t sont
strictement inférieurs à u0(ξ1) et donc à u0(x) pour x ≤ ξ1. En utilisant la
décroissance de u0 sur [ξ1,+∞[, on peut donc réécrire la conclusion du théorème
1.15 par :

minu−1
0 (Γe−(f ′(0)−ε)t) ≤ inf Euλ(t) ≤ supEuλ(t) ≤ maxu−1

0 (γe−(f ′(0)+ε)t).

On voit donc que la position des ensembles de niveau dépend uniquement du
comportement de u0 quand x→ +∞.

En�n, on remarque que tous les ensembles Euλ(t) pour λ ∈]0, 1[ se retrouvent

dans la région u−1
0

([
γe−(f ′(0)+ε)t,Γe−(f ′(0)−ε)t

])
pour t assez grand. On en

déduit en particulier que

inf
x≤minu−1

0 (Γe−(f′(0)−ε)t)
u(t, x)→ 1 et sup

x≥maxu−1
0 (γe−(f′(0)+εt))

u(t, x)→ 0,

quand t→ +∞. C'est donc dans cette région que se produit l'invasion.
Appliquons maintenant ces estimations aux exemples suivants de conditions

initiales à queue lourde,

u0(x) =1]−∞,1[ + x−a1[1,+∞[, a > 0, (5)

u0(x) =1]−∞,e[ + (lnx)−a1[e,+∞[, a > 0, (6)

u0(x) =1]−∞,0[ + e−bx
a

1[0,+∞[, b > 0, a ∈]0, 1[. (7)

Dans tous les cas, ces fonctions sont décroissantes, et ceci entraine que u(t, ·)
est strictement décroissante pour t > 0. En e�et, pour tout h > 0, u(t, ·+h) est
solution de (1) avec u0(· + h) comme condition initiale. Or, u0(x + h) ≤ u0(x)
par hypothèse. Par le principe du maximum fort (théorème 9.6 en annexe), on
en déduit que u(t, x+ h) < u(t, x) pour tous t > 0 et x ∈ R (si on avait égalité
en un point, cela entrainerait que u0(·+ h) = u0(·), ce qui n'est manifestement
pas le cas). Ainsi, Euλ(t) contient au plus un élément pour t > 0.

Dans le cas (5), on obtient pour t assez grand :

1

Γ1/a
e(f ′(0)−ε)t/a ≤ Euλ(t) ≤ 1

γ1/a
e(f ′(0)+ε)t/a.

Ainsi, u se propage à une vitesse exponentielle.
Dans le cas (6), on obtient pour t assez grand :

exp

(
1

Γ1/a
e(f ′(0)−ε)t/a

)
≤ Euλ(t) ≤ exp

(
1

γ1/a
e(f ′(0)+ε)t/a

)
.
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Ainsi, u se propage à vitesse sur-exponentielle.
Dans le cas (7), on obtient pour t assez grand :(
−1

b
ln Γ +

1

b
(f ′(0)− ε)t

)1/a

≤ Euλ(t) ≤
(
−1

b
ln γ +

1

b
(f ′(0) + ε)t

)1/a

.

Ainsi, u se propage à une vitesse en t1/a, sur-linéaire car 1/a > 1.
On voit donc que plus u0 décroit lentement, plus u se propage rapidement,

ce qui est logique en vertu du principe de comparaison.

2 Un modèle en dimension supérieure

2.1 Présentation

Dans cette partie, on considère le modèle suivant :{
∂tn− ∂xxn− ∂yyn =

(
r̃(x, y)−

∫
n(t, x, y′)dy′

)
n, t > 0, (x, y) ∈ R2,

n(0, x, y) = n0(x, y), (x, y) ∈ R2,
(8)

avec r̃(x, y) = 1 − A(y − Bx)2, où A,B > 0 sont des constantes. Ici, n(t, x, y)
représente la densité d'une population à l'instant t, selon la variable d'espace
x, et structurée selon un trait y qui in�uence leur survie. En�n, la condition
initiale n0 sera supposée continue et véri�er

n0 6≡ 0,

n0(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ R,
Suppn0 compact.

(9)

Comme en dimension 1, le terme di�usif −∂xxn dans (8) représente la migra-
tion de la population vers les zones à faible densité. Le terme −∂yyn représente
quant à lui les mutations dans l'espace des traits. Le terme de naissance et de
mort r̃(x, y) est maximal selon le trait y = Bx, qui dépend donc de l'environ-
nement. On a également r̃ > 0 dans la bande ]Bx− 1/

√
A,Bx+ 1/

√
A[. En�n,

le terme intégral représente la compétition entre les individus de trait di�érents
qui se trouvent en x à l'instant t.

Ce dernier terme est dit non-local (en y) car la variation de n au point
(t, x, y) dépend de la valeur de n en des points (t, x, z) avec z éventuellement
très éloigné de y. A ce sujet, les résultats de cette section sont encore vrais pour
un terme non-local de la forme∫

K(t, x, y, y′)n(t, x, y′)dy′,

où K ∈ L∞(]0,+∞[×R3) est tel qu'il existe k−, k+ > 0 véri�ant k− ≤ K ≤ k+.
Ceci permet modéliser de prendre en compte beaucoup plus de paramètres dans
la compétition. Toutefois, par souci de concision, on se contentera du cas K ≡ 1.

Comparé au modèle scalaire de la section 1, le modèle (8) présente plusieurs
di�cultés supplémentaires :

20



� le terme de compétition est non-local. Pour cette raison, on ne peut
invoquer de principe du maximum ou de principe de comparaison entre
des (sur-, sous-)solutions de (8). Pour résoudre ce problème, on utilise
un ra�nement de l'inégalité de Harnack parabolique, ce qui permet de
borner ce terme par un terme local. Après quoi on peut à nouveau utiliser
les principes de comparaison usuels.

� le terme de croissance r̃ dépend de (x, y). Pour généraliser les résultats
précédents, on aura besoin d'introduire les éléments propres d'un opé-
rateur elliptique. Les résultats sont assez similaires à la diagonalisation
des opérateurs auto-adjoints compacts : il existe une base de vecteurs
propres pour l'opérateur elliptique −∂xxn−∂yyn− r̃n. La fonction propre
principale, i.e. celle associée à la plus petite valeur propre (qui est dite
principale), est également utile pour construire les sur- et sous-solutions
nécessaires aux preuves.

� le terme de réaction peut être strictement négatif, notamment hors de la
bande ]Bx− 1/

√
A,Bx+ 1/

√
A[. Ainsi la valeur propre principale peut

changer de signe selon les valeurs de A et B. Une conséquence est qu'il
peut y avoir extinction de la population, par exemple si A est trop grand
(et donc si la bande est trop étroite). On n'a donc pas nécessairement de
Hair Trigger E�ect.

Si toutefois on a survie de la population, on s'attend à ce qu'elle envahisse
l'espace mais que sa répartition reste concentrée autour de la droite y = Bx,
là où elle a le plus de facilité à survivre. La question naturelle est donc de
déterminer la vitesse asymptotique de propagation.

Le modèle (8)-(9) a été étudié dans [2], avec un taux de croissance r̃ qui
dépend du temps : r̃(y, x− ct) = 1−A(y−B(x− ct))2, et donc le trait optimal
à un endroit x varie linéairement au cours du temps. Toutefois, par souci de
clarté, et parce que le modèle étudié dans la partie II ne présente pas une telle
dépendance, on se contentera de prendre c ≡ 0. Par ailleurs, le cas où B = 0
a été traité dans [5], et l'étude en est beaucoup plus simple. En e�et, du fait
que r̃ ne dépende plus de x, les fonctions propres de −∂xxn − ∂yyn − r̃n non
plus. Ainsi, lorsqu'on décompose u selon la base des fonctions propres de cet
opérateur, on peut se ramener à un système d'équations de Fisher-KPP. Une
telle approche n'est plus valide dès que B 6= 0, et il faut développer une autre
approche.

2.2 Préliminaires

On admet qu'il y a existence d'une solution positive n ∈ C1,2(]0,+∞[×R2)∩
C0([0,+∞[×R2) de l'équation (8), telle que n(t, x, ·) soit bien intégrable en y
pour tous t > 0 et x ∈ R.

Les résultats préliminaires ci-dessous sont tirés de [2]. On les énonce ici car
ils seront utiles lors de la partie II, où ils seront redémontrés dans un cadre où
les hypothèses sur n0 seront moins fortes.

Théorème 2.1. On suppose que n0 véri�e (9). Alors il existe N∞ > 0 tel que
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pour toute solution n ≥ 0 de (8), pour tous x, y ∈ R∫
R
n(t, x, y)dy ≤ N∞.

Théorème 2.2. On suppose que n0 véri�e (9). Il existe C, κ > 0 tq pour toute
solution n ≥ 0 de (8), pour tous x, y ∈ R

n(t, x, y) ≤ C exp(−κ|y −Bx|). (10)

Ce théorème montre en particulier que la population restera concentrée au-
tour de la droite y = Bx pour tout temps t.

Théorème 2.3. On suppose que n0 véri�e (9). Pour toute solution n ≥ 0 de
(8), pour tous x, y ∈ R et t > 0 :

n(t, x, y) > 0.

2.3 Extinction possible de la population

On remarque que

−∂xxΓ2D
0 − ∂yyΓ2D

0 − r̃(x, y)Γ2D
0 = λ0Γ2D

0 ,

où

λ0 :=
√
A(1 +B2)− 1, Γ2D

0 (x, y) := exp

(
−1

2

√
A

1 +B2
(y −Bx)2

)
.

On peut montrer que λ0 est la valeur propre principale généralisée (cf annexe)
de l'opérateur elliptique −∂xx − ∂yy − r̃(x, y), mais ce n'est pas utile dans ce
rapport.

Le signe de la valeur propre principale (éventuellement généralisée) joue un
grand rôle pour déterminer le comportement en temps long des solutions de
la plupart des problèmes paraboliques. On renvoie à la section 8.4 pour plus
de détails. Dans le cadre du modèle (8), il est encore vrai que le signe de λ0

détermine si on a survie ou extinction de la population. Cependant, la preuve
est nettement plus technique.

Théorème 2.4 ([3]). On suppose que λ0 > 0. Soit n0 : R2 → R+ telle que

∃K > 0 n(t, x, y) ≤ KΓ2D
0 (x, y).

Alors toute solution n ≥ 0 de (8) avec condition intiale n0 s'éteint exponentiel-
lement vite quand t→ +∞ :

n(t, x, y) ≤ KΓ2D
0 (x, y)e−λ0t.
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C'est en particulier le cas si n0 véri�e (9). Une conséquence de ce théorème
est que la population totale en x s'éteint exponentiellement vite. En e�et :∫

R
n(t, x, y)dy ≤ Ke−λ0t

∫
R

Γ2D
0 (x, y)dy

≤ Ke−λ0t

∫
R

Γ2D
0 (0, y)dy

≤ K ′e−λ0t,

avec K ′ > 0.
A l'inverse, si λ0 < 0, nous allons voir que la population survit, et même se

propage et envahit l'espace à une vitesse déterminée.

2.4 Vitesse de propagation

Pour une solution n ≥ 0 de (8), on dé�nit son ensemble de niveau µ > 0 par

Enµ(t) =

{
x ∈ R |

∫
R
n(t, x, y)dy = µ

}
. (11)

C'est une généralisation logique de la dimension 1, le nombre d'individus pré-
sents en x à l'instant t étant

∫
R n(t, x, y)dy. La question qui se pose est donc de

savoir à quelle vitesse limite se propage le niveau µ. Contrairement au cas de
l'équation de Fisher-KPP (et au cas B ≡ 0), on ne sait pas toujours vers quelle
fonction converge n quand t → +∞. Pour cette raison, on ne sait pas exacte-
ment pour quelles valeurs de µ l'ensemble Enµ(t) est non vide quand t → +∞.
Par exemple, si λ0 > 0, il est clair que Enµ(t) est vide si t est su�samment grand,
d'après le théorème 2.4 et la discussion qui le suit.

Cependant, si λ0 < 0, on sait que Enµ(t) est non vide quand µ est assez
proche de zéro, comme le montre le théorème ci-dessous.

Théorème 2.5 ([2]). On suppose que λ0 < 0 et que n0 véri�e (9).
Alors il existe une fonction ψ : R → R avec ψ(+∞) = 0, telle que toute

solution n ≥ 0 de (8) véri�e

∀t ≥ 1, ∀x ∈ R
∫
R
n(t, x, y)dy ≤ ψ(x− ωt),

∀t ≥ 1, ∀x ∈ R
∫
R
n(t, x, y)dy ≤ ψ(−(x+ ωt)),

où

ω := 2

√
− λ0

1 +B2
> 0.

De plus, pour tout δ ∈]0, ω[, il existe β > 0 tel que toute solution n ≥ 0 de (8)
véri�e

∀t ≥ 1,

∫
R
n(t, ω′t, y)dy ≥ β, (12)

pour tout ω′ ∈ [−ω + δ, ω − δ].
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Ce théorème montre ainsi que Enµ(t) est non vide quand µ est inférieur ou
égal à un β(δ). On peut être légèrement plus précis, avec le corollaire suivant,
qui est une conséquence immédiate du théorème 2.5 en termes d'ensemble de
niveau.

Corollaire 2.6. On suppose que λ0 < 0 et que n0 véri�e (9). Soit n ≥ 0 une
solution de (8). Soient δ ∈]0, ω[ et β(δ) le réel associé par le théorème 2.5. Alors
pour tout µ ∈]0, β[ il existe K > 0 tel que

−ωt−K ≤ inf Enµ(t) ≤ supEnµ(t) ≤ ωt+K,

et pour tous ω′ ∈]0, ω − δ[, on a

inf
(
Enµ(t) ∩ R+

)
ω′t

→ +∞,quand t→ +∞,

sup
(
Enµ(t) ∩ R−

)
−ω′t

→ +∞,quand t→ +∞.

Ainsi, dans le cas où λ0 < 0, toute solution n ≥ 0 envahit l'espace dans
les deux directions à la vitesse ±ω. Contrairement à l'équation de Fisher-KPP
scalaire, où la solution tend vers 1 quand t→ +∞ localement uniformément en
espace, on ne sait pas à quoi ressemble l'état �envahi� par n. On sait seulement
que la population totale atteint au moins le niveau β, localement uniformément
en x.

Finalement, on voit que si λ0 < 0, alors, modulo la question d'unicité de la
solution n ≥ 0 :

∃β > 0 ∀x ∈ R n0 ≥ 0, 6≡ 0 =⇒
∫
R
n(t, x, y)dy ≥ β, quand t→ +∞.

On est donc en présence d'un Hair Trigger E�ect. Il faut cependant noter que
cela ne concerne que la population totale en x. L'espace R2 tout entier n'est pas
envahi car en x ∈ R le trait se concentre majoritairement autour de y = Bx et
décroit exponentiellement loin de ce point comme le montre l'inégalité (10), ou
les simulations numériques (Figure 3).
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Figure 3 � A gauche, la droite y = Bx en vert et la direction orthogonale
x = −By en rouge. A droite, la répartition de la population après un certain
temps pour éliminer les comportements transitoires. Il y a invasion dans la
direction y = Bx mais elle reste localisée dans la direction x = −By.

Deuxième partie

Travail e�ectué au cours du stage

3 Objectifs du stage

On a vu que pour l'équation de Fisher-KPP (1), la solution se propage à
vitesse asymptotique c∗ = 2

√
f ′(0) si u0 est à support compact, et sur-linéaire

si u0 est à queue lourde. Sous des conditions supplémentaires sur u0, on obtient
un encadrement de l'ensemble de niveau Euλ(t), comme précisé dans le théorème
1.15.

Dans le modèle (8), on a vu que si n0 est à support compact, alors la solution
se propage à une vitesse ω. A ce sujet, on peut mentionner que le résultat obtenu
généralise en un certain sens celui de la dimension 1, car dans l'expression de ω
le réel −λ0 joue le rôle du terme f ′(0) de c∗, et la constante B n'est due qu'à un
changement de repère. On renvoie à la section 8.5 l'annexe pour plus de détails.

Une question naturelle est donc de se demander si on observe encore une
vitesse sur-linéaire pour n si au lieu de considérer n0 à support compact, on la
considère �à queue lourde�, avec un sens qui reste à préciser dans le cadre de la
dimension 2. C'est le sujet de mon stage et l'objet de cette partie II.

4 Préliminaires

On considère donc l'équation (8), qu'on réécrit ici{
∂tn− ∂xxn− ∂yyn =

(
r̃(x, y)−

∫
R n(t, x, y′)dy′

)
n, t > 0, (x, y) ∈ R2,

n(0, x, y) = n0(x, y), (x, y) ∈ R2,
(13)
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avec r̃(x, y) = 1 − A(y − Bx)2, où A,B > 0 sont des constantes. La condition
initiale n0 sera supposée uniformément continue et véri�er{

n0 6≡ 0,

n0(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ R,
(14)

avec la condition supplémentaire

∃C0, κ0 > 0, n0(x, y) ≤ C0 exp(−κ0|y −Bx|). (15)

Etant donné que r̃(x, y)→ −∞ quand |y−Bx| → +∞, une telle majoration de
n0 ne parait pas être une hypothèse très limitante.

Pour l'instant, on ne fait pas de supposition supplémentaire sur n0. La condi-
tion de queue lourde nécessite quelques préliminaires, et sera exposée à la section
5.1.

On admet qu'il y a existence d'une solution positive n ∈ C1,2(]0,+∞[×R2)∩
C0([0,+∞[×R2) du problème (13)-(15), telle que

∫
R n(t, x, y′)dy′ soit bien dé�-

nie pour tous t > 0 et x ∈ R.

4.1 Propriétés de n

Dans cette partie, on adapte les preuves des résultats établis dans la section
2.2. Notre cadre est en e�et plus général puisque n0 n'est plus à support compact
mais doit seulement véri�er (15).

Théorème 4.1. On suppose que n0 véri�e (14)-(15). Alors il existe N∞ > 0
tel que pour toute solution n ≥ 0 de (13), pour tous t > 0 et x, y ∈ R∫

R
n(t, x, y)dy ≤ N∞.

Démonstration. Par positivité de n, on a

∂tn− ∂xxn− ∂yyn ≤
(

1−
∫
n(t, x, y′)dy′

)
n.

On admet qu'on peut intégrer cette inégalité selon y, et que ∂yn(·, ·, y) → 0
quand |y| → +∞ (cela découle d'estimations a priori sur les dérivées d'une
solution). En posant N(t, x) =

∫
R n(t, x, y)dy, on obtient :

∂tN − ∂xxN ≤ (1−N)N.

Par ailleurs, toute constante K ≥ 1 véri�e

∂tK − ∂xxK = 0 ≥ (1−K)K.

Si on pose N∞ := max(1, 2C0/κ0), alors N(0, x) ≤ 2C0/κ0 ≤ N∞. Donc, par le
principe de comparaison non-linéaire, on a N(t, x) ≤ N∞, d'où le résultat.
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Théorème 4.2. On suppose que n0 véri�e (14)-(15). Alors il existe C, κ > 0
tels que pour toute solution n ≥ 0 de (13), pour tous t > 0 et x, y ∈ R

n(t, x, y) ≤ C exp(−κ|y −Bx|).

Démonstration. Soit R > 1/
√
A. On pose ΩR := {(x, y) | |y −Bx| < R}. Pour

tous (x, y) ∈ ΩR+1, il existe M > 0 tel que

|r(y −Bx)−
∫
n(t, x, y′)dy′| ≤ ||r||L∞(ΩR2

) +N∞ =: M.

Ainsi, n véri�e une équation parabolique à coe�cients bornés sur ΩR+1 (on
considère l'intégrale comme une fonction de (t, x), et non plus comme une fonc-
tion de n). On remarque que pour tout x ∈ R, on a

Bx := BR2((x,Bx), R) ⊂ BR2((x,Bx), R+ 1) ⊂ ΩR+1.

Soit τ > 0. L'inégalité de Harnack parabolique (théorème 10.1 en annexe) appli-
quée en R1 = R et R2 = R+ 1 montre qu'il existe une constante CH(τ,R) > 0
tel que pour tout t > 2τ , et tout x ∈ R, on a :

max
(x,y)∈Bx

n(t− τ, x, y) ≤ CH min
(x,y)∈Bx

n(t, x, y)

≤ 1

2R
CHN(t, x)

≤ 1

2R
CHN∞.

Comme le membre de droite ne dépend pas de x, et que ∪xBx = ΩR, on en
déduit que

max
(x,y)∈ΩR

n(t− τ, x, y) ≤ 1

2R
CHN∞.

On pose ensuite

κ = min

(
κ0,

√
AR2 − 1

1 +B2

)
> 0, K = max

(
CHN∞

2R
,C0e

−κR
)
> 0.

Pour (x, y) ∈ ΩcR, on dé�nit ϕ(x, y) = Ke−κ(|y−Bx|−R). On remarque alors que
sur R+ × ΩcR, on a :

∂tϕ− ∂xxϕ− ∂yyϕ− r̃(x, y)ϕ =
(
−κ2B2 − κ2 − r̃(x, y)

)
Ke−κ(|y−Bx|−R),

≥ −
(
κ2(1 +B2) + (1−AR2)

)
Ke−κ(|y−Bx|−R),

≥ 0,

Donc ϕ est une sur-solution de l'opérateur ∂tϕ− ∂xxϕ− ∂yyϕ− r̃ϕ sur ΩcR. Par
ailleurs, n est une sous-solution de ce même opérateur car

∂tn− ∂xxn− ∂yyn− r̃n = −n
∫
R
n(t, x, y′)dy′ ≤ 0.
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Ici, r̃ /∈ L∞(ΩcR), ce qui empêche d'utiliser le principe de comparaison tel qu'il
est exposé dans le théorème 1.3. Il existe toutefois une version plus générale
qu'on peut utiliser ici, donnée par le théorème 9.9 en annexe. Ainsi, il reste
juste à véri�er que n ≤ ϕ sur le bord parabolique. D'après ce qui précède, on
a n ≤ HN∞/2R ≤ ϕ sur ∂ΩR. En�n, l'hypothèse (15) entraîne n(0, x, y) ≤
ϕ(0, x, y) sur {0} × ΩcR car KeκR ≥ C0. Donc n ≤ ϕ sur ΩcR.

Finalement, sur ΩR, on a

n(t, x, y) ≤ CH
2R

N∞ ≤
CH
2R

N∞e
−κ(|y−Bx|−R),

et sur ΩcR, on a

n(t, x, y) ≤ ϕ(x, y) = Ke−κ(|y−Bx|−R),

et donc en posant C = max
(
K, 1

2RCHN∞
)
eκR, on a n(t, x, y) ≤ Ce−κ|y−Bx|

pour tous t > 0 et x, y ∈ R.

Théorème 4.3. On suppose que n0 véri�e (14)-(15). Alors pour toute solution
n ≥ 0 de (13), pour tous x, y ∈ R et t > 0 :

n(t, x, y) > 0.

Démonstration. Avec la borne sur
∫
R n(t, x, y)dy montrée précédemment, on a

∂tn− ∂xxn− ∂yyn = r̃(y −Bx)n− n
∫
n(t, x, y)dy

≥ (r̃ −N∞)n.

Ainsi, n est une sur-solution de l'opérateur parabolique ∂t − ∂xx − ∂yy − r̃ +
N∞. Supposons par l'absurde qu'il existe un point (t0, x0, y0) avec t0 > 0 tel
que n(t0, x0, y0) = 0. Comme n ≥ 0 par hypothèse, n atteindra son minimum
sur R+ × R2 en ce point. On souhaite appliquer le principe du maximum fort
(théorème 9.6 en annexe) sur R+ × R2 pour conclure que n ≡ 0 sur [0, t0], ce
qui est absurde d'après (14).

Pour appliquer le principe du maximum fort, on n'a pas besoin d'hypothèse
sur le signe de r̃−N∞ car la valeur du minimum considéré est zéro. Le dernier
obstacle est que r̃ /∈ L∞(R2). Il y a deux façons de contourner ce problème :
remarquer que la preuve du principe du maximum est encore valable si les
coe�cients sont localement bornés, ce qui est le cas de r̃, ou bien on peut le
prouver directement à partir de la version L∞ :

Soit l'opérateur parabolique L = aij∂ij + bi∂i + c, avec aij , bi, c ∈ C0(R+ ×
R2) ∩ L∞loc(R+ × R2), et soit v la solution du problème

∂tv − Lv = 0 (x, y) ∈ R2, t > 0

v(0, x, y) = v0(x, y) (x, y) ∈ R2

v0 ≥ 0, 6≡ 0
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Figure 4 � Représentation du changement de variable (17). En vert, la direction
X → +∞. En rouge, la direction Y → +∞.

et montrons que v > 0 si t > 0. Soit R > 0 et BR la boule ouverte de R2 de
rayon R. On prend R su�samment grand pour que v0|BR 6≡ 0. Soit w la solution
du problème de Cauchy suivant :

∂tw − Lw = 0 (x, y) ∈ BR, t > 0,

w = 0 (x, y) ∈ ∂BR,
w(0, x, y) = v0(x, y)ϕ(x, y) (x, y) ∈ BR,

(16)

avec ϕ une fonction lisse telle que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕv0 = 0 sur ∂BR, ϕv0 6≡ 0. Les
coe�cients de L étant bornés dans BR, le principe du maximum fort montre
que w(t, ·, ·) > 0 dans BR pour t > 0. Or, v est une sur-solution du problème
(16) : en e�et ϕ ≤ 1 et v ≥ 0 = w sur ∂BR. On conclut que v ≥ w dans BR,
donc v|BR > 0. Ceci est valable pour des valeurs de R aussi grandes qu'on veut,
ce qui termine la preuve.

4.2 Un changement de variables utile

Avant de poursuivre, on pose le changement de variables orthogonal suivant
pour l'équation (8), représenté sur la Figure 4 :

X =
x+By√
1 +B2

, Y =
y −Bx√
1 +B2

, (17)

x =
X −BY√

1 +B2
, y =

Y +BX√
1 +B2

. (18)

Ce changement de variables est naturel, puisqu'on s'attend à ce que la po-
pulation envahisse l'espace selon les directions X → ±∞ en se concentrant

29



autour de la droite Y = 0. Du fait qu'il est orthogonal, le laplacien −∂xx − ∂yy
est conservé par cette transformation. Si on pose n(t, x, y) = v(t,X, Y ), on
remarque que∫

R
v (t,X, Y ) dy =

∫
R
v

(
t,
x+By√
1 +B2

,
y −Bx√
1 +B2

)
dy,

donc on obtient que l'équation (8) se réécrit, en posant r(Y ) := 1 − A(1 +
B2)Y 2 :&∂tv − ∂XXv − ∂Y Y v =

(
r(Y )−

∫
R v

(
t,

X−BY√
1+B2

+By
√

1+B2
,
y−B X−BY√

1+B2√
1+B2

)
dy

)
v,

v(0, X, Y ) = v0(X,Y ),

(19)
où l'on a posé v0(X,Y ) = n0(x, y). Pour l'instant on suppose seulement que v0

véri�e 
v0 6≡ 0,

∀(X,Y ) ∈ R2 v0(X,Y ) ≥ 0,

∃C0, κ0 > 0 v0(X,Y ) ≤ C0e
−κ0|Y |.

(20)

En plus de (20), on rajoutera des conditions de �queue lourde� sur v0 dans la
section 5.1.

En particulier, on peut reformuler les théorèmes 4.1 à 4.3 pour v :

∃N∞ > 0, ∀t > 0, ∀X,Y ∈ R,
∫
R
v(t,X, Y )dy ≤ N∞,

∃C, κ > 0, ∀t > 0, ∀X,Y ∈ R, v(t,X, Y ) ≤ Ce−κ
√

1+B2|Y |, (21)

∀t > 0, ∀X,Y ∈ R, v(t,X, Y ) > 0.

4.3 Majoration du terme intégral

On dispose de la majoration suivante du terme intégral
∫
R v(t,X, Y )dy :

Théorème 4.4 ([2]). On suppose que v0 véri�e (20). Alors pour toute solution
v ≥ 0 de (19), pour tous t0 > 0 et (X0, Y0) ∈ R2, il existe M > 0 et CM > 0
telles que

∫
R
v

(
t0,

X0−BY0√
1+B2

+By′

√
1 +B2

,
−BX0−BY0√

1+B2
+ y′

√
1 +B2

)
dy′ ≤ CMv(t0, X0, Y0) +

3C

µ
e−µM .

On donne la preuve par souci d'exhaustivité.
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Démonstration. On pose (x0, y0) le point correspondant à (X0, Y0) selon le chan-
gement de variable (18). Soit M > 0 tel que |y0 − Bx0| = Y0

√
1 +B2 ≤ M .

Alors, la majoration (15) donne∫
R
v

(
t0,

X0−BY0√
1+B2

+By′

√
1 +B2

,
−BX0−BY0√

1+B2
+ y′

√
1 +B2

)
dy′

=

∫
R
n(t0, x0, y

′)dy′ =

∫
R
n(t0, x0, Bx0 + y′)dy′

≤ 2M max
y∈[−M,M ]

n(t0, x0, Bx0 + y) +

∫
[−M,M ]c

Ce−µ|y|dy. (22)

D'une part, on a trivialement
∫

[−M,M ]c
Ce−µ|y|dy ≤ 2C

µ e
−µM .

D'autre part, on peut appliquer à la fonction v un ra�nement de l'inégalité
de Harnack, donné par le théorème 10.2 en annexe. En e�et, v est solution du
problème parabolique

∂tv − ∂XXv − ∂Y Y v − c(t,X, Y )v = 0,

où

c(t,X, Y ) = r(Y )−
∫
R
v

(
t,

X−BY√
1+B2

+By
√

1 +B2
,
y −B X−BY√

1+B2√
1 +B2

)
dy,

est vu comme une fonction de (t,X, Y ) et non plus de v. De plus, comme v ≥ 0,
on a c(t,X, Y ) ≤ r(Y ) ≤ 1, et par ailleurs, v(t,X, Y ) ≤ C, où C est la constante
de l'inégalité (21). Ainsi, si on pose δ = C

µ e
−µM > 0, X = (x0, Bx0) et R = M ,

on obtient

max
(x,y)∈B(X,M)

n(t0, x, y) ≤ C ′H min
(x,y)∈B(X,M)

n(t0, x, y) + δ.

En particulier,

max
y∈[−M,M ]

n(t0, x0, Bx0 + y) ≤ max
(x,y)∈B(X,M)

n(t0, x, y)

≤ C ′H min
(x,y)∈B(X,M)

n(t0, x, y) + δ

≤ C ′H min
(x,y)∈B(X,M)

n(t0, x, y) + δ

≤ C ′H min
y∈[−M,M ]

n(t0, x0, Bx0 + y) + δ

≤ C ′Hn(t0, x0, y0) + δ.

Finalement, si on pose CM := 2MC ′H , et qu'on injecte cette inégalité dans
(22), on obtient∫
R
v

(
t0,

X0−BY0√
1+B2

+By′

√
1 +B2

,
−BX0−BY0√

1+B2
+ y′

√
1 +B2

)
dy′ ≤ CMv(t0, X0, Y0) +

3C

µ
e−µM .
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4.4 Problèmes aux valeurs propres

On renvoie à l'annexe pour plus d'informations sur les éléments propres d'un
opérateur elliptique.

On dé�nit l'opérateur elliptique L = ∂Y Y + r(Y ). Sur ]−R,R[, on pose λR0
la valeur propre principale de −L, et ΓR0 la fonction propre principale associée
de norme in�nie égale à 1. En somme, on a donc

−∂Y Y ΓR0 − r(Y )ΓR0 = λR0 ΓR0 , Y ∈]−R,R[,

ΓR0 (Y ) > 0, Y ∈]−R,R[,

ΓR0 (±R) = 0,

||ΓR0 ||∞ = 1.

Sur R, on remarque que

−∂Y Y Γ0 − r(Y ) = λ0Γ0,

où

λ0 :=
√
A(1 +B2)− 1,

Γ0(Y ) := exp

(
−1

2

√
A(1 +B2)Y 2

)
> 0, Y ∈ R.

On a donc λ0 ≤ λ0(−L,R), où λ0(−L,R) est la valeur propre principale gé-
néralisée de −L sur R (cf annexe). On admet que λ0 = λ0(−L,R), et donc en
particulier que λR0 → λ0 quand R→ +∞.

5 Résultats théoriques

5.1 Retour sur la condition de queue lourde

On rappelle la dé�nition 1.13 :

Dé�nition 5.1. On dit qu'une fonction w : R→ R véri�e la condition (Q) si :

1. w est uniformément continue et bornée sur R,
2. lim inf−∞ w > 0, w > 0, lim+∞ w = 0,

3. ∃ξ0 ∈ R tel que w soit C2 et décroissante sur [ξ0,+∞[,

4. w′′(x) = o(w(x)) quand x→ +∞.

On rappelle que, d'après la proposition 1.14, si w véri�e (Q), alors w′(x) =
o(w(x)) quand x→ +∞, et w est à queue lourde.

Avec le théorème 1.15, on a vu que si u0 ≤ 1, alors la solution u(t, x) de
l'équation (1) avec condition initiale u0 se propage à vitesse sur-linéaire, et on
peut donner un encadrement de l'ensemble de niveau Euλ(t). En fait, on peut sans
di�culté se passer de la condition u0 ≤ 1 à condition de considérer u0/||u0||∞
comme condition initiale. C'est l'objet du théorème suivant :
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Théorème 5.2. On suppose que w véri�e la condition (Q). Soit u(t, x) la so-
lution de l'équation (1) avec condition initiale u0 = w/||w||∞. Alors pour tous
λ ∈]0, 1[, ε ∈]0, f ′(0)[, γ > 0 et Γ > 0, il existe Tλ,ε,γ,Γ > 0 tel que

Euλ(t) ⊂ w−1
([
γe−(f ′(0)+ε)t,Γe−(f ′(0)−ε)t

])
, ∀t ≥ Tλ,ε,γ,Γ.

Dans les faits, T dépend aussi de ||w||∞, mais on omet cette dépendance
dans la mesure où la condition initiale n'est pas une variable. Cette dépendance
est également omise dans les théorèmes 5.3 et 5.4.

Démonstration. Les réels λ, ε, γ,Γ étant �xés, on pose Γ′ = Γ/||w||∞ et γ′ =
γ/||w||∞. Le théorème 1.15 est valide et donne qu'il existe Tλ,ε,γ′,Γ′ > 0 tel que

Euλ(t) ⊂
(

w

||w||∞

)−1 ([
γ′e−(f ′(0)+ε)t,Γ′e−(f ′(0)−ε)t

])
, ∀t ≥ Tλ,ε,γ′,Γ′ .

Or, (
w

||w||∞

)−1 ([
γ′e−(f ′(0)+ε)t,Γ′e−(f ′(0)−ε)t

])
=w−1

([
γe−(f ′(0)+ε)t,Γe−(f ′(0)−ε)t

])
.

d'où le résultat pour t ≥ Tλ,ε,γ,Γ := Tλ,ε,γ′,Γ′ , où l'on a omis la dépendance en
||w||∞ de T .

La condition (Q) va permettre d'expliciter deux conditions supplémentaires
sur v0 qui, dans un certain sens, rendent cette fonction �à queue lourde selon la
direction X�. Plus précisément, on fera l'hypothèse que

v0(X,Y ) ≤ u0(X)Γ0(Y ), ∀X,Y ∈ R, (23)

où u0 est une fonction véri�ant la condition (Q). On verra que (23) permet
d'obtenir la borne supérieure pour l'encadrement de l'ensemble de niveau de
n, noté Enµ(t) et dé�ni par (11). Ce n'est toutefois pas su�sant pour que v se
propage à vitesse sur-linéaire, comme le montre l'exemple d'une fonction v0 à
support compact et le corollaire 2.6. Pour capturer complètement le phénomène
de queue lourde, et pour avoir la borne inférieure de Enµ(t), il faut en plus
supposer qu'il existe σ > 0 tel que

v0(X,Y ) ≥ u0(X), ∀X ∈]− σ, σ[, ∀Y ∈ R, (24)

où u0 est une fonction véri�ant la condition (Q).
Pour justi�er la dénomination de fonction v0 �à queue lourde selon la direc-

tion X�, on peut remarquer que les conditions (23) et (24) impliquent que la
fonction X 7→

∫
R v0(X,Y )dY est à queue lourde en X → +∞, et même véri�e

les hypothèses de la proposition 1.12.
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5.2 Estimations de l'ensemble de niveau

Les théorèmes ci-après constituent le résultat principal de ce rapport, et c'est
pourquoi ils sont exposés dans une section à part entière. Les preuves étant très
longues, elles seront données dans la section suivante.

On rappelle que l'ensemble de niveau µ de n, noté Enµ(t), est dé�ni par (11).

Théorème 5.3. On suppose que λ0 < 0 et que v0(X,Y ) ≤ u0(X)Γ0(Y ) où u0

véri�e la condition (Q).
Alors pour tous µ > 0, ε ∈]0,−λ0[ et γ > 0 il existe T ∗µ,ε,γ ≥ 0 tel que pour

tout t ≥ T ∗µ,ε,γ on a∫
R
n(t, x, y)dy < µ, ∀x ≥ 1√

1 +B2
maxu−1

0

{
γe−(−λ0+ε)t

}
.

On peut reformuler le résultat du théorème 5.3 en termes d'ensembles de
niveau :

supEnµ(t) ≤ 1√
1 +B2

maxu−1
0

{
γe−(−λ0+ε)t

}
,

avec la convention sup∅ = −∞. En e�et, contrairement à l'équation de Fisher-
KPP en dimension 1, on ne sait pas a priori pour quelles valeurs de µ l'ensemble
Enµ(t) est non vide quand t → +∞. Ce sera l'objet du corollaire 5.5. Le théo-
rème 5.3 fournit donc une borne supérieure de l'ensemble de niveau Enµ(t). Le
théorème 5.4 qui suit traite de la borne inférieure.

On rappelle quelques notations et résultats de la section 4.4. La valeur propre
principale de −∂Y Y − r(Y ) sur ] − R,R[ est notée λR0 , et elle converge vers λ0

quand R→ +∞. En particulier, si λ0 < 0, il existe R > 0 tel que λR0 < 0.

Théorème 5.4. On suppose que λ0 < 0. Soit σ > 0 quelconque et R > 0 tel
que λR0 < 0. On suppose que v0(X,Y ) > u0(X) pour (X,Y ) ∈ R×] − σ, σ[, où
u0 véri�e la condition (Q).

Alors il existe β > 0, tel que pour tous µ ∈]0, β[, ε ∈]0,−λR0 [, Γ > 0, il existe
T ∗µ,ε,Γ,R ≥ 0 tel que pour t ≥ T ∗µ,ε,Γ,R on a∫

R
n(t, x, y)dy > µ, ∀x ≤ 1√

1 +B2
minu−1

0

{
Γe−(−λR0 −ε)t

}
.

On peut reformuler le résultat du théorème 5.3 en termes d'ensembles de
niveau :

inf Enµ(t) ≥ 1√
1 +B2

minu−1
0

{
Γe−(−λR0 −ε)t

}
,

avec la convention inf ∅ = +∞. Contrairement au théorème 5.3, le théorème 5.4
ne fournit une borne inférieure de Enµ(t) que pour les petites valeurs de µ > 0.
On ne sait donc pas comment se répartit la population n dans la partie envahie
de l'espace. On sait juste que, en un x ∈ R �xé, la population totale en x véri�e :

lim inf
t→+∞

∫
R
n(t, x, y)dy ≥ β.
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Figure 5 � Si une population se propage à vitesse c dans la direction X (en
vert), sa projection sur la direction x se propage à la vitesse c/

√
1 +B2 (en

rouge).

Le lecteur intéressé par la question peut se référer aux sections 6.1 et 6.2, où on
tente d'apporter une réponse à cette question.

En conjuguant les théorèmes 5.3 et 5.4 (ainsi que leurs hypothèses), on ob-
tient l'encadrement suivant pour Enµ(t) :

Corollaire 5.5. On se place sous les hypothèses des théorèmes 5.3 et 5.4. Alors
il existe β > 0 tel que pour tous µ ∈]0, β[, ε ∈]0,−λR0 [, Γ > 0 et γ > 0, il existe
T ∗∗ = max(T ∗µ,ε,Γ,R, T

∗
µ,ε,γ) ≥ 0 tel que pour tout t ≥ T ∗∗, l'ensemble Enµ(t) est

compact non vide et

Enµ(t) ⊂ 1√
1 +B2

[
minu−1

0

{
Γe−(−λR0 −ε)t

}
,maxu−1

0

{
γe−(−λ0+ε)t

}]
En d'autres termes, on obtient une estimation similaire au théorème 1.15. Le

facteur (1+B2)−1/2 est dû au changement de repère : la direction de propagation
est X, mais on décrit la vitesse de propagation de n après intégration en y, donc
en projetant depuis l'axe X sur l'axe x. Cette projection entraîne la présence
du facteur (1 +B2)−1/2 (Figure 5).

Les théorèmes ci-dessus ne traitent que du cas λ0 < 0. Si λ0 > 0 et que
v0(X,Y ) ≤ kΓ0(Y ) pour un k > 0 �xé, on a extinction de la population ex-
ponentiellement vite d'après le théorème 2.4. C'est donc en particulier le cas si
λ0 > 0 et que v0 véri�e les hypothèses des théorèmes 5.3 et 5.4.
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Ainsi, dans le cas où v0 est �à queue lourde selon la direction X�, i.e. véri�e
les hypothèses des théorèmes 5.3 et 5.4, on voit que le signe de λ0 détermine
encore si on a survie et invasion de la population quand t → +∞, ou bien son
extinction.

5.3 Preuves des théorèmes 5.3 à 5.5

5.3.1 Deux propositions préliminaires

Avant de passer aux démonstrations des théorèmes, on montre deux proprié-
tés utiles pour les fonctions véri�ant la conditions (Q).

Proposition 5.6. Soit w une fonction qui véri�e la condition (Q). Alors il
existe ξ1 > ξ0 tel que w(x) > w(ξ1) pour tout x < ξ1.

Démonstration. On pose m = inf ]−∞,ξ0] w. Montrons que m > 0. Comme
lim inf−∞ w > 0, il existe x− ∈ R tel que

inf
]−∞,x−]

w ≥ 1

2
lim inf
−∞

w > 0.

Par ailleurs, w > 0 sur le compact [x−, ξ0], donc inf [x−,ξ0] w > 0. Ainsi, on a
bien m > 0.

Comme lim+∞ w = 0, il existe x+ > ξ0 tel que w(x+) < m. Il existe alors
ξ1 ≥ x+ tel que w′(ξ1) < 0. En e�et, comme w est décroissante sur [ξ0,+∞[, nier
l'existence d'un tel ξ1 entraînerait que w′ = 0 sur [x+,+∞[, et donc lim+∞ w =
w(x+) > 0, ce qui contredit la condition (Q).

Il reste à montrer que ce ξ1 convient. Pour tout x < ξ1, on a

w(ξ1)

{
≤ w(x+) < m ≤ w(x), si x ≤ ξ0,
< w(x), si x ∈]ξ0, ξ1[,

car w′(ξ1) < 0. D'où le résultat.

On passe à la seconde proposition, qui sera très utile pour obtenir une ma-
joration (resp. minoration) sur

∫
R n(t, x, y)dy à partir d'une majoration (resp.

minoration) de Euλ(t) où u véri�e (1).

Proposition 5.7. Soit w une fonction véri�ant la condition (Q). Alors, pour
tous 0 < α < β, Γα,Γβ , χ > 0, il existe t∗ ≥ 0 tel que pour tout t ≥ t∗ on a
Γαe

−αt et Γβe
−βt dans ]0, lim inf−∞ w[, et

minw−1
{

Γαe
−αt}+ χ ≤ minw−1

{
Γβe

−βt} .
Démonstration. Il est évident qu'il existe t∗(α, β,Γα,Γβ , χ) ≥ 0 tel que pour
tout t ≥ t∗ on a

Γαe
−αt,Γβe

−βt ∈]0, lim inf
−∞

w[.

En particulier, pour t ≥ t∗, les ensembles w−1 {Γαe−αt} et w−1
{

Γβe
−βt} sont

compacts de R et donc on peut considérer leur minimum.
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Pour la deuxième assertion, raisonnons par l'absurde : supposons que

∃Γα,Γβ , χ > 0, ∀t∗, ∃t ≥ t∗ minw−1
{

Γαe
−αt}+ χ > minw−1

{
Γβe

−βt} .
On peut alors construire une suite réelle croissante (tn)n avec tn → +∞ telle que
l'inégalité ci-dessus soit véri�ée en tout t = tn. Comme lim infx→−∞ w(x) > 0,
w > 0, et limx→+∞ w(x) = 0, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N assez
grand,

Γαe
−αtn ≤ w(ξ1),

d'où, par la proposition 5.6, on en déduit

minw−1
{

Γαe
−αtn

}
≥ ξ1 ≥ ξ0.

Or, comme β > α, en prenant n ≥ N avec N éventuellement encore plus grand,
on a

Γβe
−βtn ≤ Γα

2
e−αtn < Γαe

−αtn

et donc
minw−1

{
Γβe

−βtn
}
> minw−1

{
Γαe

−αtn
}

par décroissance de w sur [ξ0,+∞[.
Soit n ≥ N . On applique le théorème des accroissements �nis à w sur l'in-

tervalle [
minw−1

{
Γαe

−αtn
}
,minw−1

{
Γβe

−βtn
}]

On a alors l'existence d'un θn dans cet intervalle tel que

w′(θn) =
Γαe

−αtn − Γβe
−βtn

minw−1 {Γαe−αtn} −minw−1 {Γβe−βtn}
< 0

et donc

|w′(θn)| ≥ Γαe
−αtn − Γβe

−βtn

χ

≥ Γαe
−αtn

2χ
.

Par ailleurs, comme w véri�e (Q), la proposition 1.14 nous donne que w′(x) =
o(w(x)) quand x → +∞. Donc pour ε = Γα/4χ il existe xε ∈ R tel que pour
x ≥ xε |w′(x)| ≤ εw(x). En prenant N éventuellement encore plus grand, on
peut assurer que θn > xε. Ainsi, comme w est décroissante sur [ξ0,+∞[ :

|w′(θn)| ≤ εw(θn) ≤ εw
(
minw−1

{
Γαe

−αtn
})

=
Γα
4χ
e−αtn ,

ce qui contredit l'inégalité précédente. D'où le résultat.

On peut maintenant commencer les preuves des théorèmes 5.3 à 5.5.
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5.3.2 Preuve du théorème 5.3

On a tout d'abord besoin d'un lemme, qui montre que l'estimation de la
borne supérieure de Euλ(t) du théorème 1.15 est encore valable si u = φ est la
solution du problème de Cauchy ∂tφ−∂XXφ = Λφ avec Λ > 0 et pour condition
initiale u0.

Lemme 5.8. Soient Λ > 0 et φ la solution du problème de Cauchy{
∂tφ− ∂XXφ = Λφ, t > 0, X ∈ R,
φ(0, X) = u0(X), X ∈ R,

où u0 véri�e la condition (Q). Pour η > 0 on pose Eφη (t) = {x ∈ R | φ(t,X) = η}
l'ensemble de niveau η de φ.

Alors pour tous ε > 0 et γ > 0 il existe Tη,ε,γ ≥ 0 tel que pour tout t ≥ Tη,ε,γ
on a Eφη (t) non vide et

supEφη (t) ≤ maxu−1
0

{
γe−(Λ+ε)t

}
.

Preuve du lemme 5.8. La preuve, et particulièrement la construction de la sur-
solution, s'inspire largement de [8].

L'ensemble Eφη (t) est non vide pour t assez grand. Pour cela, il su�t
de montrer que

||φ(t, ·)||∞ → +∞, quand t→ +∞, (25)

et
lim

X→+∞
φ(t,X) = 0, ∀t > 0. (26)

Pour montrer (25), on remarque que φ(t,X) = eΛth(t,X) où h est solution
de l'équation de la chaleur avec condition initiale u0. On peut donc exprimer
h(t,X) comme la convolution du noyau de la chaleur avec u0 :

h(t,X) =

∫ +∞

−∞

1√
4πt

e−(X−Z)2/4tu0(Z)dZ.

On pose ` = 1
2 lim inf−∞ u0 > 0. Par dé�nition de la limite inférieure, il existe

X` ∈ R tel que u0(X) ≥ ` pour X ≤ X`. Ainsi pour tout t ≥ X2
` /4, on a

φ(t, 0) = eΛt

∫ +∞

−∞

1√
4πt

e−
Z2

4t u0(Z)dZ

≥ eΛt

∫ X`

−∞

1√
4πt

e−
Z2

4t u0(Z)dZ

≥ `eΛt

∫ X`/2
√
t

−∞

1√
π
e−s

2

ds

≥ `eΛt

(∫ −1

−∞

1√
π
e−s

2

ds

)
,
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d'où φ(t, 0)→ +∞ quand t→ +∞. On en déduit (25).
Pour montrer (26), on pourrait faire de même que dans [8] et utiliser les

estimations standard paraboliques, mais on préfère utiliser une méthode plus
directe qui utilise moins de prérequis. Soit t > 0 et δ > 0 �xés, et soit ζ > 0 tel
que

eΛt||u0||∞
∫ +∞

ζ

e−Z
2

dZ < δ,

Alors, on a

φ(t,X) = eΛt

∫ ∞
−∞

1√
4πt

e−
Z2

4t u0(X − Z)dZ

= eΛt

∫ ∞
−∞

1√
π
e−s

2

u0(X − 2s
√
t)ds

≤ δ + eΛt

∫ ζ

−∞

1√
π
e−s

2

u0(X − 2s
√
t)ds.

Or, comme lim+∞ u0 = 0, il existe Xδ,t tel que pour tout X ≥ Xδ,t on a
u0(X) ≤ δe−Λt. Donc pour X ≥ Xδ,t + 2ζ

√
t, on a

φ(t,X) ≤ δ + δ

∫ ζ

−∞

1√
π
e−s

2

ds

≤ 2δ

d'où (26). Ainsi, pour tout η > 0 il existe tη tel que pour t ≥ tη on a Eφη (t) 6= ∅.
La fonction φ(t, x) envahit l'espace, i.e. supEφη (t) → +∞ quand t →

+∞. Soit K > η. Soit w la solution du problème de Cauchy{
∂tw − ∂xxw = Λw

(
1− w

K

)
, t > 0, x ∈ R,

w(0, x) = u0(x), x ∈ R.

Alors il est clair que w est une sous-solution de l'opérateur ∂t − ∂xx − Λ. Du
fait que φ est sur-solution de ce même opérateur, et que w(0, x) ≤ φ(0, x), le
principe de comparaison linéaire (théorème 1.3) donne que w ≤ φ sur R+ × R.

Par ailleurs, on voit que w̃ = w/K est solution du problème{
∂tw̃ − ∂xxw̃ = Λw̃ (1− w̃) , t > 0, x ∈ R,
w̃(0, x) = u0(x)/K, x ∈ R.

De plus, comme u0 véri�e la condition (Q), il est aisé de véri�er que w̃ = u0/K
la véri�e aussi. En particulier, w̃ véri�e les conditions de la proposition 1.12,
donc pour tout λ ∈]0, 1[

supEw̃λ (t)→ +∞, quand t→ +∞.

C'est en particulier le cas pour λ = η/K. Ainsi, on a

supEφη ≥ supEwη (t) = supEw̃η/K → +∞, quand t→ +∞.
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Construction d'une sur-solution. Soit ρ = Λ + ε
2 , et ξ2 ∈ [ξ0,+∞[ tel

que |u0(X)| ≤ ε
2u
′′
0(X) pour X ≥ ξ2. On pose

φ(t,X) = ||u0||∞
u0(X)

u0(ξ2)
eρt.

Montrons que φ ≤ φ sur [0,+∞[×[ξ2,+∞[. On va appliquer le principe de com-
paraison linéaire sur l'ouvert connexe Ω :=]0,+∞[×]ξ2,+∞[, pour l'opérateur
parabolique ∂t − ∂XX − Λ.

Tout d'abord, véri�ons que φ ≤ φ sur le bord parabolique de Ω, donné par

∂pΩ = ({0} × [ξ2,+∞[)
⋃

([0,+∞[×{ξ2}) .

D'une part, en t = 0, on a immédiatement que pour tout X ≥ ξ2 :

φ(0, X) = u0(X) ≤ u0(X)
||u0||∞
u0(ξ2)

= φ(0, X).

D'autre part, on a vu que φ(t,X) = h(t,X)eΛt avec h la solution de l'équation
de la chaleur avec pour condition initiale u0. Ainsi, en X = ξ2, on a pour tout
t ≥ 0 :

φ(t, ξ2) ≤ ||φ(t, ·)||∞
≤ ||h(t, ·)||∞eΛt

≤ ||u0||∞eΛt

≤ ||u0||∞eρt

≤ φ(t, ξ2).

Il reste à véri�er que φ est une sur-solution de ∂t − ∂XX − Λ sur Ω. Pour
tous (t,X) ∈ Ω, on a

∂tφ− ∂XXφ− Λφ =
||u0||∞
u0(ξ2)

eρt (ρu0(X)− u′′0(X)− Λu0(X))

=
||u0||∞
u0(ξ2)

eρt
(ε

2
u0(X)− u′′0(X)

)
≥ 0,

par notre choix de ξ2. Par le principe de comparaison linéaire, on a donc φ ≤ φ
sur Ω, donc sur Ω = [0,+∞[×[ξ2,+∞[ par continuité.

Conclusion. Soit t ≥ tη de sorte que Eφη (t) soit non vide. On pose Xη(t) :=

supEφη (t). D'après ce qui précède, on a Xη(t) → +∞ quand t → +∞. Donc il
existe t′η ≥ tη tel que pour t ≥ t′η, on a Xη(t) ≥ ξ2. Alors

φ(t,Xη(t)) ≤ φ(t,Xη(t))

η ≤ ||u0||∞
u0(Xη(t))

u0(ξ2)
eρt

u0(Xη(t)) ≥ η u0(ξ2)

||u0||∞
e−ρt,
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Donc pour tout γ > 0, il existe Tη,γ,ε ≥ t′η tel que pour tout t ≥ Tη,γ,ε, on a

u0(Xη(t)) ≥ γe−(Λ+ε)t.

Finalement, par décroissance de u0 sur [ξ2,+∞[, on obtient le résultat :

supEφη (t) ≤ minu−1
0

{
γe−(Λ+ε)t

}
.

La démonstration du lemme est terminée.

On peut maintenant se tourner vers la preuve du théorème 5.3.

Démonstration du théorème 5.3. On pose Λ = −λ0 > 0, et v(t,X, Y ) = φ(t,X)Γ0(Y )
avec φ la solution du problème de Cauchy{

∂tφ− ∂XXφ = Λφ, t > 0, X ∈ R,
φ(0, X) = u0(X), X ∈ R.

Preuve que v ≤ v sur R+×R2. En t = 0 c'est clair par hypothèse. Ensuite,
on véri�e que v est une sur-solution de l'opérateur ∂t − ∂XX − ∂Y Y − r(Y ) :

∂tv − ∂XXv − ∂Y Y v − r(Y )v

= (∂tφ− ∂XXφ+ λ0φ) Γ0

=(Λφ+ λ0φ)Γ0

=0,

tandis que

∂tv − ∂XXv − ∂Y Y v − r(Y )v = −v
∫
v(t,X, Y )dy ≤ 0.

On conclut par le principe de comparaison linéaire (théorème 9.9 en annexe)
que v ≤ v.

Majoration de supEφη (t). On rappelle qu'il existe des constantes C, κ > 0
telles que pour tous t,X, Y :

v(t,X, Y ) ≤ Ce−κ
√

1+B2|Y |,

Soit δ > 0 et ζ > 0 assez grand pour que

√
1 +B2

∫ −ζ
−∞

Ce−κ
√

1+B2|s|ds ≤ δ.
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Par ce qui précède, on a∫
R
n(t, x, y)dy =

∫
v(t,X, Y )dy

=

∫
v

(
t,
x+By√
1 +B2

,
y −Bx√
1 +B2

)
dy

=
√

1 +B2

∫
v(t,

√
1 +B2x+Bs, s)ds

≤ δ +
√

1 +B2

∫ ∞
−ζ

v(t,
√

1 +B2x+Bs, s)ds

≤ δ +
√

1 +B2

∫ ∞
−ζ

φ(t,
√

1 +B2x+Bs)Γ0(s)ds.

Soit x tel que

x ≥ 1√
1 +B2

maxu−1
0

{
γe−(Λ+ε)t

}
.

En appliquant la proposition 5.7 à u0 avec{
α = Λ + ε/2, β = Λ + ε > α,

Γα = Γβ = γ, χ = Bζ,

il existe t∗(Γα,Γβ , α, β, χ) = t∗ε,γ,ζ ≥ 0 tel que pour tout t ≥ t∗ε,γ,ζ :√
1 +B2x−Bζ ≥ maxu−1

0

{
γe−(Λ+ε)t

}
−Bζ

≥ maxu−1
0

{
γe−(Λ+ε/2)t

}
.

Soit η ∈]0, 1[. Le lemme 5.8 donne l'existence d'un Tη,ε/2,γ ≥ 0 tel que pour
t ≥ Tη,ε/2,γ on a

supEφη (t) ≤ maxu−1
0

{
γe−(Λ+ε/2)t

}
≤
√

1 +B2x−Bζ.

On en déduit alors que pour tout s > −ζ, on a φ(t,
√

1 +B2x − Bs) < η.
En e�et, supposons qu'il existe x0 >

√
1 +B2x − Bζ tel que φ(t, x0) ≥ η.

Comme φ(t,X)→ 0 quand X → +∞ d'après la proposition (1.12), il existerait
nécessairement un x1 ∈ Eφη (t)∩]x0,+∞[, ce qui contredirait l'inégalité ci-dessus.

Conclusion. Finalement pour t ≥ max(t∗ε,γ,ζ , Tη,ε/2,γ) et pour tout x ≥
1√

1+B2
maxu−1

0

{
γe−(Λ+ε)t

}
, on a φ(t,

√
1 +B2x − Bs) ≤ η pour s ≥ −ζ. On

en déduit que ∫
R
n(t, x, y)dy ≤ δ + η

√
1 +B2

∫ ∞
−ζ

Γ0(s)ds

≤ δ + η
√

1 +B2

∫ ∞
−∞

Γ0(s)ds. (27)
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Soit µ > 0. En choisissant η > 0 tel que

η
√

1 +B2

∫
R

Γ0 < µ,

et δ tel que

0 < δ < µ− η
√

1 +B2

∫
R

Γ0,

alors (27) entraîne
∫
R n(t, x, y)dy < µ.

Finalement, comme ζ est une fonction de δ, et que δ et η dépendent unique-
ment de µ, il existe T ∗µ,ε,γ := max(t∗ε,γ,ζ , Tη,ε/2,γ), tel que pour tout t ≥ T ∗µ,ε,γ ,

x ≥ 1√
1 +B2

maxu−1
0

{
γe−(Λ+ε)t

}
=⇒

∫
R
n(t, x, y)dy < µ.

Ceci conclut la preuve du théorème 5.3.

5.3.3 Preuve du théorème 5.4

Avant de passer à la preuve du théorème, on aura besoin d'un lemme.

Lemme 5.9. Soit u0 qui véri�e la condition (Q). Alors il existe une fonction
u˜0 : R→ R telle que

� u˜0 ≤ u0,
� il existe ξ2 ∈ R tel que u˜0 = u0 sur [ξ2,+∞[,
� u˜0 véri�e (Q),

� u˜0 est C2 sur R et il existe K > 0 tel que |u˜′′0 | ≤ Ku˜0 sur R.

Preuve du lemme 5.9. On rappelle que d'après la proposition 5.6, il existe ξ1 >
ξ0 tel que u0(X) ≥ u0(ξ1) pour tout X ≤ ξ1. Soit h > 0 tel que ξ1 ≥ ξ0 + h.

Soit ξ2 > ξ1 tel que u0(ξ2) < u0(ξ1) et |u′′0(X)| ≤ u0(X) pour X ≥ ξ2, ce qui
est possible car u0 véri�e (Q). En�n, on pose φ : R∗+ → R∗+ la fonction

φ(x) :=


x 0 < x ≤ u0(ξ2),

m− C sin3(ω(u0(ξ1)− x)) u0(ξ2) ≤ x ≤ u0(ξ1),

m x ≥ u0(ξ1),

avec

ω =
arctan

√
2

u0(ξ1)− u0(ξ2)
, C =

√
3

2ω
, m = u0(ξ2) + C

√
8

27
< u0(ξ1)

Ainsi construite, on peut véri�er que φ ∈ C2(R∗+) et que φ est croissante.
On pose alors u˜0 = φ ◦ u0. Du fait que φ′′ ≤ 0 sur [u0(ξ2), u0(ξ1)], on en

déduit que φ(x) ≤ x sur R+. Ainsi, on a u˜0 ≤ u0 sur R. Par ailleurs, pour
X ≥ ξ2, on a u0(X) ≤ u0(ξ2) donc u˜0(X) = u0(X).

Montrons que u˜0 est C
2 sur R. Sur ]ξ1−h,+∞[ on a u0 C

2 (car ξ0 ≤ ξ1−h)
donc u˜0 est C2 par composition. Sur ] − ∞, ξ1] on a u0(X) ≥ u0(ξ1) d'où

u˜0(X) = h, qui est clairement C2. D'où u˜0 est C2 sur R.
Montrons que u˜0 véri�e (Q), i.e.
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1. u˜0 est uniformément continue et bornée sur R,
2. lim inf−∞ u˜0 > 0, u˜0 > 0, lim+∞ u˜0 = 0,

3. ∃ξ̃0 ∈ R tel que u˜0 soit C2 et décroissante sur [ξ̃0,+∞[,

4. u˜′′0(x) = o(u˜0(x)) quand x→ +∞.

Comme u0 et φ sont uniformément continues et que φ est bornée, il est clair que
1. est vrai pour u˜0. Ensuite, comme u˜0 = u0 sur [ξ2,+∞[ et que u0 véri�e (Q),
on a immédiatement 3. et 4. ainsi que lim+∞ u˜0 = 0. Par ailleurs, φ > 0 entraîne
u˜0 > 0. En�n, comme u0(X) ≥ u0(ξ1) pour X ≤ ξ1, on a lim inf−∞ u0 ≥ u0(ξ1),
et donc

lim inf
X→−∞

u˜0(X) = m > 0,

d'où u˜0 véri�e 2. et donc véri�e (Q).

Montrons que ũ0 est C
2 sur R. Sur ]ξ1−h,+∞[ on a u0 C

2 (car ξ0 ≤ ξ1−h)
donc ũ0 est aussi C2 sur cet intervalle par composition. Sur ] − ∞, ξ1] on a
u0(X) ≥ u0(ξ1) d'où ũ0(X) = h, qui est clairement C2. D'où le résultat.

Finalement, il reste à montrer qu'il existeK > 0 tel que −u˜′′0 ≤ Ku˜0. D'après
notre choix de ξ2, on a

|u˜′′0(X)|

{
= 0 < u˜0(X) ∀X ≤ ξ1,
= |u′′0(X)| ≤ u0(X) = u˜0(X) ∀X ≥ ξ2,

Or, u˜0 étant C2 et strictement positive sur [ξ1, ξ2], on peut trouver k > 0 tel
que

|u˜′′0(X)| ≤ k min
[ξ1,ξ2]

u0 ≤ ku0(X)

On a donc −u˜′′0 ≤ Ku˜0 sur R en posant K = max(1, k).

On peut maintenant passer à la preuve du théorème 5.4. Elle se fait en
deux étapes. Tout d'abord, on part de v0(X,Y ) > u˜0(X) sur une bande étroite
R×] − σ, σ[, et on construit une sous-solution qui nous donne que v0(X,Y ) >
Cteu˜0(X)ΓR0 (Y ) sur la bande R×] − R,R[, qui est plus large puisque par hy-

pothèse R > 0 a été pris su�samment grand pour que λR0 < 0. Ensuite, on
construit une sous-solution sur R×]−R,R[ qui donne le résultat attendu.

Démonstration du théorème 5.4. Quelques préliminaires. On rappelle qu'on
a pris R > 0 su�samment grand pour que λR0 < 0, avec λR0 la valeur propre
principale de −∂Y Y − r(Y ) sur ] − R,R[. Soit α > 0 tel que σ + α > R. Soit
en�n p(t, Y ) la solution du problème de Cauchy

∂tp− ∂Y Y p = 0, t ∈]0, 1], Y ∈]− σ − αt, σ + αt[,

p(t, Y ) = 0, t ∈]0, 1], Y = ±σ ± αt,
p(0, Y ) = 1− (Y/σ)2, Y ∈]− σ, σ[.

On sait que p est dé�nie sur [0, 1]× [−σ, σ], et C∞ sur ]0, 1]×]− σ, σ[.
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On rappelle ensuite quelques majorations. Il existe N∞ > 0 tel que pour
tous t, x : ∫

R
n(t, x, y)dy =

∫
R
v(t,X, Y )dy ≤ N∞.

De plus, il existe rmin ∈ R tel que r(Y ) ≥ rmin pour |Y | ≤ σ + α. En prenant
R ≥ 1/

√
A(1 +B2), on peut assurer que rmin ≤ 0.

Soit en�n u˜0 la fonction construite à partir de u0 à partir du lemme 5.9. On
rappelle qu'on a alors l'existence d'un K > 0 tel que |u˜′′0(X)| ≤ Ku˜0(X) pour
tout X ∈ R.

La sous-solution pour t ∈ [0, 1]. On pose

v(t,X, Y ) := e−ktu˜0(X)p(t, Y ),

k := K − rmin +N∞ > 0,

Ω := {(t,X, Y ) | 0 < t < 1, X ∈ R, Y ∈]− σ − αt, σ + αt[} .

Montrons que v ≥ v sur Ω. On va appliquer un principe de comparaison sur
l'ouvert connexe Ω.

Tout d'abord, véri�ons que v ≥ v sur le bord parabolique de Ω, donné par

∂pΩ = ({0} × R× [−σ, σ])
⋃

(]0, 1]× R× {−σ − αt})
⋃

(]0, 1]× R× {σ + αt}) .

D'une part, en t = 0, on a immédiatement que pour tous (X,Y ) ∈ R× [−σ, σ],

v0(X,Y ) ≥ u0(X) ≥ u˜0(X) ≥ u˜0(X)p(0, Y ) = v(0, X, Y ).

D'autre part, sur ]0, 1]× R× {±σ ± αt}, on a v = 0 d'après les conditions aux
limites de p. Or, pour t > 0, on a v(t, ·, ·) > 0 par le théorème 4.3. Ainsi, on a
bien v ≥ v sur tout ∂pΩ.

Il reste à montrer que v − v est une sur-solution d'un problème parabolique
sur Ω. D'une part, pour t ∈]0, 1[, on a

∂tv − ∂XXv − ∂Y Y v = r(Y )v − v
∫
v(t,X, Y )dy

≥ (rmin −N∞)v.

D'autre part, comme −u˜′′0 ≤ Ku˜0, on a

∂tv − ∂XXv − ∂Y Y v

=e−kt
[
−ku˜0p+ u˜0∂tp− pu˜′′0 − u˜0∂Y Y p

]
=e−kt

[
(rmin −N∞)u˜0p+ (−Ku˜0 − u˜′′0)p

]
≤(rmin −N∞)v

Donc par le principe de comparaison (théorème 1.3), on a bien v ≥ v sur Ω.
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Transition à une nouvelle sous-solution.On a donc v(1, X, Y ) ≥ e−ku˜0(X)p(1, Y )
sur [−σ−α, σ+α]. Par une extension du principe du maximum fort à un domaine
non cylindrique (cf théorème 9.8 en annexe), on a également que p(t, Y ) > 0 sur
]− σ − αt, σ + αt[. En particulier, comme R < σ + αt, on a existence d'un réel
pmin > 0 tel que p(1, Y ) ≥ pmin pour Y ∈ [−R,R]. Comme ||ΓR0 ||∞ = 1, on en
déduit que

v(1, X, Y ) ≥ e−kpminu˜0(X)ΓR0 (Y ), ∀X ∈ R, ∀Y ∈ [−R,R].

Soit ρ > 0 tel que ρ < ||u˜0||∞e−kpmin. On se réserve le droit de choisir ρ

éventuellement plus petit si besoin. On pose ΛR = −λR − ε/2 > 0. Pour t ≥ 1
et X,Y ∈ R, on dé�nit

w(t,X, Y ) := ρu(t,X)ΓR0 (Y ),

où u(t,X) est la solution du problème de Cauchy{
ut − uXX = ΛRu(1− u), t > 0, X ∈ R,
u(1, X) = u˜0(X)/||u˜0||∞, X ∈ R.

On rappelle que comme u(1, X) ∈ [0, 1], on a donc u(t,X) ∈ [0, 1].
La sous-solution pour t ∈ [1,+∞[. En t = 1, on a

v(1, X, Y ) ≥ e−kpminu˜0(X)ΓR0 (Y )

> ρ
u˜0(X)

||u˜0||∞
ΓR0 (Y )

≥ ρu(1, X)ΓR0 (Y ),

par notre choix de ρ. Donc v(1, X, Y ) > w(1, X, Y ) sur R2.
Supposons par l'absurde que l'espace E = {t > 1 | ∃(X,Y ) ∈ R2 v(t,X, Y ) =

w(t,X, Y )} soit non vide. On pose t0 := minE ∈ E car E est fermé. En parti-
culier, t0 > 1. Soit (X0, Y0) ∈ R2 le point où v(t0, X0, Y0) = w(t0, X0, Y0). Soit
M > 2 tq |Y0| ≤ M . On rappelle qu'on a toujours la majoration suivante via
l'inégalité de Harnack généralisée :∫

R
v(t0, X, Y )dy ≤ CMv(t0, X0, Y0) +

3C

κ
e−κM ,

avec C, κ > 0 les constantes telles que v(t,X, Y ) ≤ Ce−κ
√

1+B2|Y | par le théo-
rème 4.2. On prend M assez grand pour que

3C

κ
e−κM < −ε/8.

.
Etant donné que (w− v) est strictement négative sur [1, t0[×R2, elle atteint

son maximum sur [1, t0]× R2 au point (t0, X0, Y0). Ainsi, on a

[∂t(w − v)− ∂XX(w − v)− ∂Y Y (w − v)− r(Y0)(w − v)] (t0, X0, Y0) ≥ 0, (28)
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le terme r(Y0)(w− v) étant nul en (t0, X0, Y0), car w(t0, X0, Y0) = v(t0, X0, Y0).
D'une part, on a

− [∂tv − ∂XXv − ∂Y Y v − r(Y )v] (t0, X0, Y0) = v(t0, X0, Y0)

∫
v(t0, X0, Y0)dy

≤ CMw(t0, X0, Y0)2 +
3C

κ
e−κMw(t0, X0, Y0).

D'autre part, on a pour w l'inégalité

∂tw − ∂XXw − ∂Y Y w − r(Y )w

=ρ
(
∂tu− ∂XXu+ λR0 u

)
ΓR0

≤ρ
(
ΛRu+ λR0 u

)
ΓR0

≤− ε

2
w.

Ainsi, l'inégalité (28) entraîne :

0 ≤ −ε
2
w(t0, X0, Y0) + CMw(t0, X0, Y0)2 +

3C

κ
e−κMw(t0, X0, Y0)

≤
[
−ε

2
+ CMw(t0, X0, Y0) +

3C

κ
e−κM

]
w(t0, X0, Y0)

≤
[
−ε

2
+ CMρ+

3C

κ
e−κM

]
≤
[
−ε

2
+
ε

8
+
ε

8

]
w(t0, X0, Y0),

si on choisit ρ assez petit pour que CMρ < ε/8. Finalement, on trouve−εw(t0, X0, Y0)/4 ≥
0. Ceci implique que w(t0, X0, Y0) = v(t0, X0, Y0) ≤ 0, ce qui est absurde car
v > 0 pour t > 0. Contradiction. Donc w(t,X, Y ) < v(t,X, Y ) pour tous t ≥ 1
et X,Y ∈ R.

Minoration de inf Euη (t). Du fait que w < v, on obtient pour tout t ≥ 1 :∫
R
n(t, x, y)dy ≥

∫
R
w(t,X, Y )dy

≥
∫
R
ρu(t,X)ΓR0 (Y )dy

≥
∫
R
ρu

(
t,
x+By√
1 +B2

)
ΓR0

(
y −Bx√
1 +B2

)
dy

≥
√

1 +B2ρ

∫
R
u(t,

√
1 +B2x+Bs)ΓR0 (s)ds

≥
√

1 +B2ρ

∫ R

−R
u(t,

√
1 +B2x+Bs)ΓR0 (s)ds.

Soit x tel que √
1 +B2x ≤ minu−1

0

{
Γe−(ΛR−ε/2)t

}
.
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En appliquant la proposition 5.7 à u0 avec
α = ΛR − ε/2, β = ΛR − ε/4 > α,

Γα = Γ, Γβ = Γ/||u0||∞,
χ = BR,

on obtient, pour s ∈ [−R,R] et pour t ≥ t∗(Γα,Γβ , α, β, χ) = t∗Γ,R,ε :√
1 +B2x+Bs ≤ minu−1

0

{
Γe−(ΛR−ε/2)t

}
+Bs

≤ minu−1
0

{
Γe−(ΛR−ε/2)t

}
+BR

≤ minu−1
0

{
Γ

||u0||∞
e−(ΛR−ε/4)t

}
.

Soit maintenant η ∈]0, 1[. La remarque qui suit la proposition 1.12 montre que
pour tout c > 0, on a infX≤ct u(t,X) → 1 quand t → +∞. Ainsi, il existe
tη,ΛR = tη,R tel que pour tout t ≥ tη,R on a 0

lim inf
X→−∞

u(t,X) > η

Posons Γ′ = Γ/||u0||∞. Comme u(t,X) est la solution de l'équation de Fisher-
KPP avec condition initiale u0/||u0||∞, on en déduit par le théorème 1.15, qu'il
existe Tη,ε/4,Γ′,ΛR ≥ 0 tel que pour tout t ≥ Tη,ε/4,Γ′,ΛR , on a

inf Euη (t) ≥ min

(
u0

||u0||∞

)−1 {
Γ′e−(ΛR−ε/4)t

}
.

On note que T dépend de ΛR. Dans l'énoncé du théorème 1.15, il est clair que
T dépend aussi f ′(0), mais cette dépendance a été omise du fait que la fonction
f a été �xée au départ. Ici, f(u) = ΛRu(1−u) et on ne peut plus omettre cette
dépendance.

Finalement, pour

T ∗ := max(t∗Γ,R,ε, tη,R, Tη,ε/4,Γ′,ΛR),

on a, pour t ≥ T ∗ :

inf Euη (t) ≥ min

(
u0

||u0||∞

)−1 {
Γ′e−(ΛR−ε/4)t

}
≥ minu−1

0

{
Γe−(ΛR−ε/4)t

}
≥
√

1 +B2x+BR

On en déduit que pour tout s ∈] − R,R[, on a u(t,
√

1 +B2x + Bs) > η. En
e�et, s'il existait s0 ∈] − R,R[ tel que u(t,

√
1 +B2x + Bs0) ≤ η, comme
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lim inf u(t,X) > η quand X → −∞, on trouverait nécessairement un x1 ∈
Eφη (t)∩]−∞,

√
1 +B2x+Bs0[, ce qui contredirait l'inégalité ci-dessus.

Conclusion. Finalement, pour tout x tel que√
1 +B2x ≤ minu−1

0

{
Γe−(ΛR−ε/2)t

}
,

et pour tout t ≥ T ∗, on a u(t,
√

1 +B2x + Bs) ≥ η pour tout s ∈ [−R,R]. On
en déduit que ∫

n(t, x, y)dy ≥
√

1 +B2ρη

∫ R

−R
ΓR0 (s)ds.

On pose

β :=
√

1 +B2ρ

∫ R

−R
ΓR0 (s)ds.

Or, pour tout µ ∈]0, β[ il existe η = η(µ,R) ∈]0, 1[ tel que√
1 +B2ρη

∫ R

−R
ΓR0 (s)ds > µ

et donc pour t ≥ T ∗, on a√
1 +B2x ≤ minu−1

0

{
Γe−(ΛR−ε/2)t

}
=⇒

∫
n(t, x, y)dy > µ.

En�n, u0 étant �xée, T ∗ est une fonction de Γ, R, ε, η,ΛR, donc de µ, ε,Γ, R, au
vu de notre choix de η et le fait que ΛR = λR − ε/2 est une fonction de ε et de
R. Ceci conclut la preuve du théorème 5.4.

5.3.4 Preuve du corollaire 5.5

On a préféré ne pas introduire les ensembles de niveau Enµ(t) dans les dé-
monstrations des théorèmes 5.3 et 5.4. La raison est que pour certaines valeurs
de µ, ces ensembles peuvent être vides pour de grandes valeurs de t. Seule l'ap-
plication conjuguée des deux théorèmes permet de dire que Enµ(t) est non vide
en temps grand, pour µ ∈]0, β[.

Comme pour les preuves des théorèmes 5.3 et 5.4, on commence par un
lemme :

Lemme 5.10. Soit t ≥ 0 �xé. L'application Nt : x 7→
∫
R n(t, x, y)dy est stricte-

ment positive et continue.

Preuve du lemme 5.10. Le fait que Nt soit strictement positive est clair car
n > 0 pour t > 0.

Soit x∞ ∈ R et montrons que Nt est continue en x∞. Soit une suite (xm)m
dans R telle que xm → x∞ quand m → +∞. En toute généralité, on peut
supposer qu'il existe a, b ∈ R tels que xm, x∞ ∈]a, b[ pour tout m. On a

|Nt(x∞)−Nt(xm)| ≤
∫
R
|n(t, x∞, y)− n(t, xm, y)|dy
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On applique le théorème de convergence dominée. On a bien n(t, xm, y) →
n(t, x∞, y) quand m → +∞ par continuité de n. De plus, comme n(t, x, y) ≤
Ce−κ|y−Bx| par le théorème 4.2, on obtient que pour tout x ∈ [a, b]

n(t, x, y) ≤ Π(y) :=


Ce−K|y−Ba| y ≤ Ba
C y ∈ [Ba,Bb]

Ce−K|y−Bb| y ≥ Bb

et la fonction Π est intégrable. D'où le résultat.

Remarquons qu'on peut exprimer l'ensemble de niveau µ de n par Enµ(t) =

N−1
t {µ}. En particulier, Enµ(t) est vide ssi µ /∈ Im(Nt).

Démonstration du corollaire 5.5. Par application des théorèmes 5.3 et 5.4, on a
que pour t ≥ T ∗∗,

x ≤ 1√
1 +B2

minu−1
0

{
Γe−(−λR0 −ε)t

}
=⇒ Nt(x) > µ,

x ≥ 1√
1 +B2

maxu−1
0

{
γe−(−λ0+ε)t

}
=⇒ Nt(x) < µ.

Par continuité de Nt sur R, on en déduit que N−1
t {µ} est non vide et que

Enµ(t) = N−1
t {µ} ⊂

1√
1 +B2

[
minu−1

0

{
Γe−(−λR0 −ε)t

}
,maxu−1

0

{
γe−(−λ0+ε)t

}]
.

En particulier, Enµ(t) est borné, et fermé par continuité de Nt. C'est donc un
compact de R.

6 Autres résultats et simulations numériques

6.1 Existence d'une solution stationnaire

Lorsque B = 0, le modèle (8)-(9) devient un cas particulier du modèle étudié
dans [5]. La situation est alors beaucoup plus simple, comme on l'a exposé à la
�n de la section 2.1. On dispose alors de beaucoup plus de résultats, qu'on va
dans un premier temps exposer ici.

Remarquons d'abord que, si B = 0, on a λ0 < 0 ssi A < 1. Le premier
résultat traite des solutions stationnaires de (8), sans condition initiale, i.e. des
solutions stationnaires de

∂tn− ∂xxn− ∂yyn =

[
(1−Ay2)−

∫
R
n(t, x, y)dy

]
n. (29)

Théorème 6.1 ([5], théorème 1.1). On suppose B = 0 et λ0 =
√
A − 1 < 0.

Alors il existe une unique solution stationnaire n(x, y) de (29) qui soit stricte-
ment positive et bornée. De plus, cette solution ne dépend pas de x. On la note
S(y).
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Un résultat remarquablement précis sur le problème de Cauchy (8)-(9) est
le suivant :

Théorème 6.2 ([5], théorème 1.2). On suppose B = 0 et λ0 =
√
A − 1 < 0.

On suppose que n0 est lisse, et on se donne une solution n ≥ 0 de (8)-(9).

Alors n envahit l'espace avec un pro�l asymptotique S(y) : pour tout (x, y) ∈
R × R, on a limt→+∞ u(t, x, y) = S(y). De plus, cette invasion se produit à la
vitesse asymptotique c∗ = 2

√
−λ0 > 0, dans le sens où

lim
t→+∞

(
sup

|x|≥ct,y∈R
n(t, x, y)

)
= 0, ∀c > c∗,

lim
t→+∞

(
sup

|x|≤ct,y∈R
|n(t, x, y)− S(y)|

)
= 0, ∀c < c∗.

Il est donc naturel d'essayer de transposer ces résultats au cadre B 6= 0.
Comme la solution v(t,X, Y ) envahit l'espace selon la direction X, on s'attend
à ce qu'un pro�l limite stationnaire soit atteint, et que ce pro�l ne dépende que
de Y .

Dans la pratique, la preuve du théorème 6.1 n'est plus valide si B 6= 0. La
principale di�culté est de prouver l'unicité d'une solution stationnaire de (19),
ce qui est nécessaire pour obtenir un résultat de convergence.

Pourtant, le théorème ci-dessous exhibe une solution stationnaire de 19 qui
ne dépend que de Y , et des simulations numériques laissent penser que v(t,X, Y )
converge e�ectivement vers ce front quand v0 est à support compact. L'aspect
numérique sera détaillé dans la prochaine section.

Théorème 6.3. La fonction v(X,Y ) = k0Γ0(Y ) est une solution stationnaire
de (19) avec

k0 =
−λ0√

1 +B2
∫
R Γ0(Y )dY

> 0.

Démonstration. Si on injecte cette expression dans l'équation (13), on obtient

−k0∂Y Y Γ0(Y )− k0r(Y )Γ0(Y ) = −k0Γ0(Y )

∫
R
k0Γ0

(
y −Bx√
1 +B2

)
dy,

λ0k0Γ0(Y ) = −k2
0Γ0(Y )

√
1 +B2

∫
R

Γ0(s)ds,

ainsi, on obtient bien l'égalité pour le k0 ci-dessus.

Remarque. On dispose des expressions suivantes :∫
R

Γ0(Y )dY =

√
2π√

A(1 +B2)
, k0 =

−λ0√
2π
.

(
A

1 +B2

)1/4

.
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Niveau µ 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001
Vit. théorique de Enµ(t) 0.81864 0.81864 0.81864 0.81864 0.81864 0.81864

Vit. numérique de Enµ(t) 0.74661 0.76357 0.76999 0.78458 0.79088 0.80566

Table 1 � Comparaison de la vitesse numérique et de la vitesse théorique pour
les petites valeurs de µ, avec n0 à support compact et A = B = 1/2.

Figure 6 � Pro�l asymptotique de la solution. En rouge, le pro�l kΓ0(Y ).

6.2 Simulations numériques

Dans un premier temps, des simulations numériques de l'équation (1) ont
été réalisées. Un simple schéma d'Euler explicite permet d'observer les résultats
de convergence des théorèmes 1.7 et 1.9, avec la bonne vitesse de propagation
asymptotique.

Dans le cadre de l'équation (8), étant donné qu'on n'a pas prouvé l'unicité de
la solution, on ne cherchera pas à montrer la convergence du schéma numérique.
On se contente de véri�er qu'on retrouve bien la vitesse asymptotique de pro-
pagation (Tableau 1). Par le théorème 2.5, on sait que la vitesse de propagation

est ω = 2
√
− λ0

1+B2 . Toutefois, cette vitesse ne concerne que les niveaux µ < β.

Ceci explique pourquoi on observe uniquement les petits niveaux µ.

Comme annoncé, l'approximation numérique de v(t,X, Y ) converge locale-
ment vers le pro�l kΓ0(Y ) (Figure 6).

6.3 Hair Trigger E�ect pour l'accélération

On rappelle que pour une équation de réaction-di�usion, on parle de Hair
Trigger E�ect si pour toute condition initiale u0 ≥ 0, 6≡ 0, on a survie et invasion
de la population. C'est le cas pour l'équation de Fisher-KPP (1) (théorème 1.7),
et pour le modèle (8) (théorème 2.5).

On peut véri�er que le théorème 5.4 est encore vrai si v0(X,Y ) > u0(X)
pour (X,Y ) ∈ R×]a, b[ avec a < b quelconques. En particulier, cela entraîne une
accélération de l'invasion. On peut y voir une analogie avec le Hair Trigger E�ect,
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où l'on demande u0(x0) > 0 en un point x0 quelconque pour avoir invasion, ou
encore u0 > 0 sur un intervalle ]a, b[ quelconque.

La di�érence notable et que pour avoir accélération dans une direction don-
née, il faut une dimension �de plus� sur la condition de Hair Trigger E�ect :
celle correspondant à la direction de propagation, ici X.
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Troisième partie

Perspectives

7 E�et Allee

7.1 Présentation du modèle

Dans cette section, on considère le modèle suivant :{
∂tu− ∂xxu = f(u), t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

(30)

où f est une fonction C1 qui véri�e
f(0) = f(1) = 0,

f(s) > 0, s ∈]0, 1[,

f ′(0) = 0,

(31)

avec la condition supplémentaire suivante : il existe s0 ∈]0, 1[, β > 0, r > 0,
δ > 0 tels que

rs1+β(1− sδ) ≤ f(s) ≤ rs1+β , ∀s ∈ [0, s0[. (32)

En�n, la condition initiale u0 : R → [0, 1] est supposée uniformément continue
et avoir la forme d'un front, i.e.

lim inf
x→−∞

u0(x) > 0, u0 > 0, lim
x→+∞

u0(x) = 0. (33)

Ce modèle n'est plus dans le cadre Fisher-KPP. En e�et, f ′(0) = 0 et donc
le rapport f(s)/s n'est plus maximal pour s → 0. On parle alors d'e�et Allee.
Cela modélise la di�culté pour une population à se reproduire lorsque la densité
est trop faible, ce qui peut être dû à la di�culté à trouver un partenaire pour
la reproduction, ou un manque de diversité génétique. L'e�et Allee est d'autant
plus fort que β est grand.

7.2 Préliminaires

Si on pose v la solution de (30) avec condition initiale v0 = η1]−∞,0[ avec
η > 0 et x0 ∈ R, alors on montre dans [14] que v envahit l'espace dans la
direction x → +∞ avec une certaine vitesse c0 > 0 indépendante de η :
limt→+∞ infx≤c0t v(t, x) = 1. Si on choisit η tel que v0 ≤ u0, alors par le principe
de comparaison non-linéaire, on obtient v(t, x) ≤ u(t, x), donc en particulier

lim
t→+∞

inf
x≤c0t

u(t, x) = 1.
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Par ailleurs, on peut montrer que limx→+∞ u(t, x)→ 0 pour tout t > 0. En
e�et, il existe Λ > 0 tel que f(s) ≤ Λs. Ainsi, u est sous-solution du problème
∂tw − ∂xxw − Λw, et on a prouvé que la solution w de ce problème tend vers 0
quand x→ +∞ (cf preuve de la proposition 1.12).

Ainsi, on vient de montrer que l'ensemble de niveau λ de u, dé�ni par

Eλ(t) := {x ∈ R | u(t, x) = λ} ,

est compact et non vide quand t est su�samment grand. Plus précisément, on
vient de prouver le résultat suivant :

Théorème 7.1. Toute solution de (30)-(33) envahit l'espace avec une vitesse
au moins c0. Si on pose

Eλ(t) := {x ∈ R | u(t, x) = λ} ,

l'espace de niveau λ de u, alors il existe tλ ≥ 0 tel que pour tout t ≥ tλ,
l'ensemble Eλ(t) est compact, non vide, et inclus dans [c0t,+∞[.

Autrement dit, on est encore en présence d'un Hair Trigger E�ect, et c0 est
la vitesse minimale d'invasion. L'e�et Allee n'empêche donc pas l'invasion de
l'état u ≡ 1, mais ralentit la vitesse de celle-ci. La vitesse c0 est en e�et d'autant
plus faible que β est élevé.

7.3 Cas où u0 est à queue lourde

On sait que l'e�et Allee a tendance à ralentir la vitesse d'invasion, tandis
qu'une queue lourde sur u0 a tendance à l'accélérer. Il est alors naturel de se
demander quel e�et va l'emporter sur l'autre. Cette question a été étudiée dans
[1], et le cas limite est obtenu pour les queues algébriques, i.e. u0(x) ∼ C/xα

pour un α > 0, comme le montre le théorème suivant :

Théorème 7.2. Soit α > 0.
� On suppose que β ≥ 1/α et que u0(x) ≤ C/xα sur [x0,+∞[ pour un

C > 0 et un x0 ∈ R.
Alors il n'y a pas d'accélération : il existe c > 0 tel que pour tout λ ∈]0, 1[,
il existe Tλ ≥ tλ tel que

Eλ(t) ⊂]c0t, ct[, ∀t ≥ Tλ.

� On suppose que β < 1/α et que u0(x) ≥ C/xα sur [x0,+∞[ pour un
C > 0 et un x0 ∈ R.
Alors pour tous λ ∈]0, 1[ et ε > 0 assez petit, il existe Tλ,ε ≥ tλ tel que

Eλ(t) ⊂]x−(t),+∞[, ∀t ≥ Tλ,ε, x−(t) :=
(
(r − ε)Cββt

) 1
αβ .

En particulier, dans le dernier cas, la vitesse est sur-linéaire : x−(t)/t→ +∞
quand t→ +∞. On a donc accélération.
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Remarque. Comme le principe de comparaison (non-linéaire) est valide, il est
immédiat que si la queue de u0 est plus légère que toute queue algébrique, i.e.

u0(x)xα = 0, quand x→ +∞,

alors l'e�et Allee l'emporte toujours, quelle que soit la valeur de β.
A l'inverse, si la queue de u0 est plus lourde que toute queue algébrique, i.e.

u0(x)xα → +∞, quand x→ +∞,

alors l'accélération a toujours lieu, quelle que soit la valeur de β.

7.4 Problème posé

Au vu de ces résultats, il est naturel de se demander si on peut les généraliser
à la dimension supérieure. Pour β > 0, on considère donc le modèle :{

∂tn− ∂xxn− ∂yyn =
[
r̃(x, y)−

∫
R n(t, x, y′)dy′

]
n1+β , t > 0, (x, y) ∈ R2,

n(0, x, y) = n0(x, y), (x, y) ∈ R2,

où r̃(x, y) = 1−A(y −Bx)2, avec A,B > 0.
La puissance 1+β est la généralisation naturelle de l'e�et Allee. La première

étape sera de déterminer si on est encore en présence d'un Hair Trigger E�ect,
i.e. si on a encore invasion dans la direction X → +∞ pour toute condition
initiale n0 ≥ 0, 6≡ 0.

Il faudra ensuite déterminer si on peut montrer un analogue du théorème
7.2, avec les bonnes conditions de queue lourde sur n0. Au vu de (23), on peut
supposer que la condition u0(x) ≤ C/xα devienne u0(X) ≤ C/Xα (et de même
pour la condition u0(x) ≥ C/xα). Il n'est toutefois pas certain que la fonction
Γ0 joue le même rôle dans ce nouveau modèle, car à cause de l'e�et Allee, nous
ne sommes plus dans le cadre Fisher-KPP. On renvoie à la section 8.5 pour plus
de détails.
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Conclusion

Au cours de ce rapport, nous avons étudié une équation de réaction-di�usion
qui modélise l'évolution d'une population soumise aux e�ets de migration, de
mutation, de reproduction et de compétition non-locale en le phénotype, dans le
cas particulier où le trait phénotypique optimal dépend linéairement de l'espace.

Nous avons déterminé un encadrement de la vitesse asymptotique de pro-
pagation d'une solution, dans le cas où la condition initiale possède une queue
lourde en espace. Nous avons également dégagé des pistes quant à l'état station-
naire atteint une fois que la population a envahi l'espace.

Ce stage m'a donné en premier lieu l'occasion d'acquérir des connaissances
et de l'expérience en matière d'EDP paraboliques et de fronts d'invasion dans
les équations de réaction-di�usion. Mais surtout, ce stage m'a permis d'être en
contact avec di�érents chercheurs et doctorants, et ainsi d'avoir une vision plus
large des thématiques de recherche mathématiques, notamment en dynamique
des populations et en neurosciences.

En�n, ce stage m'a procuré un éclairage sur le monde de l'enseignement et
de la recherche, ce qui a renforcé ma motivation à poursuivre dans cette voie.
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Annexe

8 Eléments propres d'un opérateur elliptique

Dans toute cette partie, on prend N ∈ N∗, Ω un ouvert connexe régulier de
RN .

On renvoie à [6] pour les sections 8.1, 8.2 et 8.4. La section 8.3 s'appuie sur
[4].

8.1 Opérateur elliptique du second ordre

Dé�nition 8.1. On dit que L est un opérateur elliptique (du second ordre) sur
Ω s'il s'écrit sous la forme

Lu :=
∑

1≤i,j≤N

aij(x)∂iju+

N∑
i=1

bi(x)∂iu+ c(x)u.

avec aij , bi, c ∈ L∞(Ω).

Dans toute la suite, on considèrera que

aij = aji, aij , bi, c ∈ C∞(Ω).

Dé�nition 8.2. Soit L un opérateur elliptique sur Ω. On dit que L est unifor-
mément elliptique sur Ω s'il existe ν > 0 tel que pour tous ξ ∈ RN et x ∈ Ω on
a ∑

1≤i,j≤N

aij(x)ξiξj > ν|ξ|2.

Typiquement, Lu = ∆u est un opérateur uniformément elliptique.

8.2 Eléments propres d'un opérateur elliptique

Dans cette partie, on suppose que Ω est borné.

Dé�nition 8.3. On dit que λ ∈ C est une valeur propre de −L s'il existe une
solution faible w non triviale de{

−Lw = λw, sur Ω,

w = 0, sur ∂Ω.

Toute fonction w véri�ant les conditions ci-dessus est dite une fonction propre
associée à λ.

Par solution faible, on entend w ∈ H1(Ω) tel que pour toute fonction ϕ ∈
C∞c (Ω) on a∫

Ω

∑
i,j

(∂iw)∂j(aijϕ)−
∑
i

(bi∂iw)ϕ− cwϕ

 =

∫
Ω

λwϕ.
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Etant donné nos hypothèses de régularité sur aij , bi, c, on peut montrer qu'alors
w ∈ C∞(Ω), et donc véri�e −Lw = λw au sens fort, i.e. C2(Ω).

On dispose d'un résultat particulier sur les valeurs propres d'un opéra-
teur elliptique, qui transpose dans une certaine mesure le théorème de Perron-
Frobenius pour les matrices :

Théorème 8.4. On suppose que L est uniformément elliptique sur Ω. Alors
il existe une valeur propre réelle λ0 de l'opérateur −L telle que si λ ∈ C est
une autre valeur propre, alors λ0 ≤ Re(λ), avec égalité ssi λ = λ0. De plus,
la valeur propre λ0 est simple, i.e. une seule fonction propre y est associée
à constante multiplicative près. En�n λ0 est caractérisée par l'existence d'une
fonction propre strictement positive sur Ω.

Dé�nition 8.5. λ0 est dite la valeur propre principale de −L.

Par exemple, pour R > 0, les valeurs propres de −L = −∂xx dé�ni sur

] − R,R[ sont exactement les λk =
(
(k + 1) π

2R

)2
avec k ∈ N, associées aux

fonctions propres wk = cos
(
(k + 1) π

2Rx
)
. La valeur propre principale de −L est

donc λ0 car λ0 < λk si k > 1. On remarque qu'on a e�ectivement wk > 0 sur
]−R,R[ ssi k = 1.

8.3 Eléments propres généralisés

On a dé�ni les éléments propres dans le cas Ω borné. Il est possible d'étendre
cette notion dans des domaines Ω non bornés. Soit L = aij∂ij + bi∂i + c
un opérateur uniformément elliptique dé�ni sur Ω. On suppose de plus que
aij , bi, c ∈ C0,γ

loc (Ω), avec 0 < γ < 1. Alors on peut dé�nir un analogue de la
valeur propre principale :

Dé�nition 8.6. On appelle valeur propre principale généralisée (VPPG) de
l'opérateur −L le réel

λ0(−L,Ω) := sup
{
λ ∈ R | ∃φ ∈ C2(Ω) ∩ C1

loc(Ω), φ > 0, −Lφ ≥ λφ dans RN
}
,

où C1
loc(Ω) est l'ensemble des fonctions de C1

loc(Ω) qui admettent un prolonge-
ment C1 sur ∂Ω.

On dit que φ0 est une fonction propre principale généralisée (FPPG) de −L
sur Ω si {

−Lφ0 = λ0(−L,Ω)φ0, sur Ω,

φ0 > 0, sur Ω.

En particulier, on n'impose pas que φ ou φ0 soient bornées. On verra
Cette dé�nition est e�ectivement une généralisation, comme le montre ce

théorème :

Théorème 8.7. Si Ω est borné, alors la valeur propre principale généralisée
λ0(−L,Ω) coïncide avec la valeur propre principale dé�nie par le théorème 8.4.
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Le théorème suivant est utile pour déterminer la valeur propre principale
généralisée de certains opérateurs :

Théorème 8.8. Si (Ωn)n est une suite d'ouverts bornés connexes réguliers non
vides tels que

Ωn ⊂ Ωn+1,
⋃
n∈N

Ωn = Ω,

alors λ0(−L,Ωn)↘ λ0(−L,Ω) quand n→ +∞.
De plus, la suite des fonctions propres principales φn0 de −L sur Ωn converge

dans C2,γ̃
loc , avec 0 < γ̃ < γ, vers une FPPG φ0 de −L sur Ω. En particulier, il

existe toujours une FPPG associée à la VPPG.

Par exemple, pour L = ∂xx dé�ni sur R, on a vu que λ0(−L, ] − R,R[) =(
π

2R

)2
, donc λ0(−L,R) = 0.

Théorème 8.9. Soit λ ∈ R tel qu'il existe une fonction φ ∈ C2(Ω) ∩ C1
loc(Ω)

telle que {
−Lφ = λφ sur Ω,

φ > 0 sur Ω.

Alors λ = λ0(−L,Ω), et donc φ est une FPPG de −L sur Ω.

Démonstration. Pour plus de concision, on pose λ0 = (−L,Ω). De par l'exis-
tence de φ, on a déjà λ ≤ λ0. Supposons par l'absurde que λ < λ0. Alors il
existe un ouvert borné Ωn ⊂ Ω tel que λn0 := λ0(−L,Ωn) soit dans l'intervalle
]λ, λ0[.

Dans le cadre de ce rapport, les opérateurs elliptiques qu'on considère ont un
terme d'ordre zéro c ∈ L∞loc(Ω), et non L∞(Ω). On peut étendre les dé�nitions
et théorèmes précédents au cas où c ∈ L∞loc(Ω) est majoré. On renvoie le lecteur
à [2, 4] pour plus de détails.

8.4 In�uence du signe de la valeur propre principale

Dans cette partie, on suppose que Ω est borné.
On suppose également que L s'écrive sous la forme

Lu :=
∑

1≤i,j≤N

∂i(aij(x)∂ju) + c(x)u,

avec c ≥ 0 sur Ω.
Dans cette section, on montre que pour certaines EDP simples, le signe de

λ0 détermine si la solution tend vers zéro ou explose exponentiellement vite.
On ne peut toutefois pas adapter ces résultats à notre modèle (8). Pourtant,
même pour le modèle (8), il se trouve que le signe de λ0 détermine la survie
ou l'extinction de la population. Le but de cette section est donc d'illustrer ce
phénomène dans des modèles simples et à expliquer pourquoi on s'inspire de λ0

et d'une fonction propre associée dans nos preuves.
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L'opérateur L ci-dessus est auto-adjoint, et on peut donc montrer un théo-
rème similaire à la diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts :

Théorème 8.10 (Diagonalisation d'un opérateur elliptique). On suppose que L
est uniformément elliptique sur Ω et véri�e les hypothèses ci-dessus. Alors toutes
les valeurs propres de −L sont réelles. Si on les note (λk)k∈N, en les comptant
avec leur multiplicité, il existe une base orthonormale (wk)k∈N de L2(Ω) où wk
est une fonction propre de −L associée à λk.

On rappelle que λ0 est la valeur propre principale de −L, et qu'elle est
simple. On a donc λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . .

On considère maintenant l'EDP
∂tu− Lu = 0, t > 0, x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω,

avec f, u0 ∈ L2(Ω). On a existence et unicité d'une solution faible u ∈ L2([0, T ];H1
0 (Ω))

pour tout T > 0. Comme H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω), on peut décomposer u(t, ·) selon la

base (wk) :

u(t, x) =

∞∑
k=0

αk(t)wk(x).

En réinjectant dans l'équation de départ, on trouve

∞∑
k=0

[α′k(t) + αk(t)λk]wk(x) = 0.

En projetant selon chaque composante wk, on obtient un système d'EDO :
α′k(t) = −λkαk(t) + fk. Ainsi, αk(t) = Cke

−λkt. Les constantes Ck sont en fait
les coordonées de u0 dans la base (wk).

Supposons que λ0 > 0. Alors pour tout k on a λk > 0. Ainsi,

||u(t, ·)||2L2(Ω) =

∞∑
k=0

αk(t)2

=

∞∑
k=0

C2
ke
−2λkt

≤ e−2λ0t
∞∑
k=0

C2
k

≤ e−2λ0t||u0||2L2(Ω),

et donc u(t, ·) → 0 dans L2(Ω), avec une vitesse de convergence en O(e−λ0t)
quand t→ +∞.

Supposons maintenant que λ0 < 0. S'il existe k ∈ N tel que λk < 0 et Ck 6= 0,
alors la norme αk(t) explose exponentiellement, et de même pour la norme L2

de u(t, ·).
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Par exemple, l'équation de la chaleur avec conditions de Dirichlet correspond
à −L = −∂xx sur [−R,R]. Comme λ0(−L, ] − R,R[) = ( π

2R )2 > 0, la solution
u tend vers zéro. Toutefois, avec −L′ = −∂xx − ( πR )2, on a λ0(−L′, ]−R,R[) =
−( π

2R )2 < 0, donc la solution peut ne pas exploser exponentiellement en temps.

8.5 Généralisation de la notion �fonction de type Fisher-

KPP�

On considère l'équation

∂tu− ∂xxu = f(u),

avec f ∈ C1([0, 1]) telle que f(0) = f(1) = 0, et f > 0 sur ]0, 1[. Une telle
fonction f est dite monostable.

On rappelle que f est de type Fisher-KPP si en plus d'être monostable, on
a f ′(0) > 0 et f(s) ≤ f ′(0)s (la condition f ′(1) < 0 n'est pas nécessiare : elle ne
sert que pour l'étude du portrait de phase, mais les conclusions par la méthode
du principe du maximum sont identiques). On a vu que si f est de type Fisher-
KPP, on est en présence d'un Hair Trigger E�ect, i.e. toute condition initiale
non nulle entraîne la survie et l'invasion de l'espèce.

Le cadre Fisher-KPP peut se généraliser en dimension supérieure. Plus pré-
cisément, si on considère, pour x ∈ Ω ⊂ RN , l'équation

∂tu− Lu = f(x, u),

alors on dit qu'on est dans le cadre Fisher-KPP si

f(x, s) ≤ ∂f

∂u
(x, 0)s, ∀x ∈ Ω, ∀s ≥ 0

et si la valeur propre principale (généralisée ou non) de l'opérateur−L−∂sf(x, 0)
sur Ω est strictement négative.

Dans le cadre de notre modèle (8), on a vu que si λ0 < 0, alors on est encore
en présence d'un Hair Trigger E�ect, comme le montre le théorème 2.5. Ceci est
dû au fait qu'on est encore dans le cadre Fisher-KPP, car[

r̃(x, y)−
∫
R
n(t, x, y)dy

]
n ≤ r(x, y)n

et que la valeur propre principale généralisée de l'opérateur −∂xx−∂yy− r̃(x, y)
est encore λ0, comme cela est montré dans [2].

9 Principes du maximum paraboliques

Dans toute cette partie, on prend N ∈ N∗, Ω un domaine (i.e. ouvert
connexe) régulier de RN . On pose également T > 0 et D le cylindre ]0, T [×Ω ⊂
RN+1. En particulier D est un domaine, et D est borné ssi Ω est borné.
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Figure 7 � Schéma du domaine D =]0, T [×Ω, où Ω =]a, b[⊂ R. En rouge, le
bord parabolique de D.

En�n, on dé�nit le bord parabolique de D par :

∂pD = ({0} × Ω) ∪ (]0, T ]× ∂Ω)

= ∂D\ ({T} × Ω) .

On renvoie à la Figure 7 pour une illustration.

Les résultats des sections 9.2 à 9.4 sont issus de [11]. Ceux des sections 9.5
et 9.6 sont tirés de [13].

9.1 Opérateur parabolique du second ordre

Dé�nition 9.1. On dit que P est un opérateur parabolique (du second ordre)
sur D s'il s'écrit sous la forme

Pu := ∂tu− Lu,

où

Lu :=
∑

1≤i,j≤N

aij(t, x)∂iju+

N∑
i=1

bi(t, x)∂iu+ c(t, x)u,

avec aij , bi, c : D → R.

Sauf mention contraire, on supposera que

aij = aji, aij , bi, c ∈ C0(D) ∩ L∞(D).

On peut donc voir P comme étant la di�érence entre ∂t et un opérateur
elliptique. La fonction u est supposée assez régulière pour que les expressions
ci-dessus aient un sens, par exemple u ∈ C1,2(D) ou u ∈W 1,2,p(D).
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Dé�nition 9.2. Soit P un opérateur parabolique. On dit que P est uniformé-
ment parabolique sur D s'il existe ν > 0 tel que pour tous ξ ∈ RN et (t, x) ∈ D
on a ∑

1≤i,j≤N

aij(t, x)ξiξj > ν|ξ|2.

Typiquement, P = ∂tu−∆xu est un opérateur uniformément parabolique.

Dé�nition 9.3. Soit u ∈ C1,2(D). On dit que u est une sous-solution (resp.
sous-solution) de l'opérateur P si on a Pu ≤ 0 (resp. Pu ≥ 0) sur D.

9.2 Principe de comparaison linéaire

Théorème 9.4 (Principe du maximum faible). On suppose que D est borné.
Soit P un opérateur uniformément parabolique sur D avec c(t, x) ≤ 0. Soit
u ∈ C1,2(D) ∩ C(D) tel que Pu ≤ 0 sur Ω. Alors si maxD u ≥ 0 on a

max
D

u = max
∂pD

u.

Si c(t, x) ≡ 0, alors la condition maxD u ≥ 0 n'est pas nécessaire.

En appliquant ce théorème à −u, on déduit le principe du minimum : si
Pu ≥ 0 et minD u ≤ 0 sur D, alors minD u = min∂pD u. On notera bien que
c'est le maximum sur le bord parabolique ∂pD qui importe.

Une conséquence importante du théorème 9.4 est le principe de comparison
suivant, valable sur les domaines bornés.

Corollaire 9.5 (Principe de comparaison linéaire (domaine borné)). On sup-
pose que D est borné. Soit P un opérateur uniformément parabolique sur D.
Soient u, v ∈ C1,2(D) ∩ C(D). Alors{

Pu ≤ Pv, (t, x) ∈ D,
u ≤ v, (t, x) ∈ ∂pD,

=⇒ u ≤ v, (t, x) ∈ D.

Remarque. On n'a pas besoin de l'hypothèse c(t, x) ≤ 0. Si e�ectivement c(t, x) ≤
0, le résultat découle trivialement du principe du maximum faible. Sinon, si on
pose α = ||c||L∞(D), et dans ce cas

P̃ u := Pu+ αu = ∂tu− Lu+ αu

véri�e les hypothèses du principe du maximum faible parabolique (car c− α ≤
0). Il su�t alors d'appliquer le principe de comparaison avec P̃ aux fonctions
ũ = e−αtu et ṽ = e−αtv, pour avoir le résultat avec P .

Remarque. En particulier, si u est une sous-solution, si v est une sur-solution,
et si u ≤ v sur ∂pD, alors u ≤ v sur D.
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9.3 Principe du maximum fort

Les théorèmes 9.6 et 9.7 ci-dessous se démontrent à partir du lemme de Hopf.
On n'exposera pas le lemme de Hopf, car on n'en aura pas besoin dans le cadre
de ce rapport.

Théorème 9.6 (Principe du maximum fort). Soit P un opérateur uniformé-
ment parabolique sur D avec c(t, x) ≤ 0. Soit u ∈ C1,2(D) tel que Pu ≤ 0 sur
D. S'il existe (t0, x0) ∈ D\∂pD tel que u(x0) = maxΩ u ≥ 0, alors u ≡ u(x0)
sur [0, t0]× Ω.

Si c(x) ≡ 0, alors la condition u(x0) ≥ 0 n'est pas nécessaire.

Si u(x0) = 0, alors la condition c ≤ 0 n'est pas nécessaire.

Dans le cas où D est borné, le théorème 9.6 est plus fort que le théorème
9.4 : il implique en particulier que si u atteint son maximum en un point de D,
alors u est constante.

Théorème 9.7 (Conséquence du lemme de Hopf). Soit P un opérateur unifor-
mément parabolique sur D avec c(t, x) ≤ 0. Soit u ∈ C1,2(D) ∩ C1(D) tel que
Pu ≤ 0 sur D. S'il existe (t0, p) ∈ ∂pD tel que u(t0, p) = maxD u ≥ 0, alors ou
bien u ≡ u(t0, p) sur [0, t0]× Ω, ou bien avec n le vecteur normal sortant en p,
on a

∂u

∂n
(t0, p) > 0.

Si c(x) ≡ 0, alors la condition u(t0, p) ≥ 0 n'est pas nécessaire.

Si u(t0, p) = 0, alors la condition c ≤ 0 n'est pas nécessaire.

En d'autres termes, si u n'est pas constante, son gradient admet une pente
stricte en un point de ∂pD où elle est maximale.

9.4 Principe du maximum fort dans dans un domaine non

cylindrique

Les théorèmes précédents sont donnés dans le cas où D est un cylindre, i.e.
est de la forme ]0, T [×Ω. Ils sont encore vrais dans un cadre plus général. Dans
le cadre du présent rapport, on aura juste besoin d'une généralisation de la
conséquence du lemme de Hopf parabolique, dans le cas N = 1.

Soit donc D un domaine de [0, T ] × R. On suppose que sa frontière ∂D est
constituée par :

� deux ouverts connexes de R D0 et DT véri�ant D0 ⊂ {t = 0} × R et
DT ⊂ {t = T} × R,

� deux courbes γ1 et γ2 qui peuvent s'écrire sous la forme {(t, fi(t)) | t ∈ [0, T ]}
avec fi ∈ C2([0, T ]).

Dans ce cadre, on dé�nit alors la frontière parabolique de D par ∂pD = D0 ∪
γ1 ∪ γ2.

En particulier, il est impossible que D s'évase �in�niment vite� (Figure 8).
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Figure 8 � Deux domaines D de R+ × R. A gauche, D s'évase à vitesse �nie :
les courbes γi ont la forme voulue, avec fi a�ne. A droite, D s'évase à vitesse
in�nie en t = T/2.

Théorème 9.8 (Conséquence du lemme de Hopf (D non cylindrique)). On sup-
pose que D véri�e les hypothèses ci-desssus. Alors le théorème 9.7 reste valide.

9.5 Principe de comparaison linéaire sur un domaine non

borné

Dans le cas d'un domaine non borné, il existe une principe de comparaison
linéaire, mais il nécessite des conditions supplémentaires. La dé�nition du bord
parabolique ∂pD reste inchangée.

Dans cette section, on ne suppose plus aij , bi, c ∈ L∞(D).

Théorème 9.9 (Principe de comparaison linéaire (domaine non borné)). Soit
P un opérateur uniformément parabolique sur D tel que

∃M > 0 ∀(t, x) ∈ D


|aij(t, x)| ≤M,

|bi(t, x)| ≤M(|x|+ 1),

|c(t, x)| ≤M(|x|2 + 1).

Soit w ∈ C1,2(D) ∩ C(D) telle que w(t, x) ≥ −Beβ|x|2 pour des constantes
B, β > 0. Alors{

Pw ≥ 0, (t, x) ∈ D,
w(t, x) ≥ 0, (t, x) ∈ ∂pD

=⇒ w(t, x) ≥ 0, (t, x) ∈ D.

Remarque. Par linéarité, on obtient un principe de comparaison entre u, v ∈
C1,2(D) ∩ C(D) : si par exemple |u|, |v| ≤ Be−β|x|2 , alors{

Pu ≤ Pv, (t, x) ∈ D,
u(t, x) ≤ v(t, x), (t, x) ∈ ∂pD

=⇒ u(t, x) ≤ v(t, x), (t, x) ∈ D.
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Remarque. Là encore, on n'a pas besoin d'imposer de signe sur c(t, x). On notera

que sans la minoration w(t, x) ≥ −Beβ|x|2 , ce théorème n'est plus vrai. Par
exemple, avec

w(t, x) = −
∞∑
k=0

1

2k!
x2k d

k

dtk
(e−1/t2),

on a ∂tw − ∂xxw = 0, et w(0, x) = 0, pourtant w(t, x) < 0 pour t > 0 et tout
x ∈ R.

9.6 Principe de comparaison non-linéaire

Pour plus de concision, on considère le cas Ω = RN .

Théorème 9.10 (Principe de comparaison non-linéaire). On suppose que D =
]0, T [×RN . Soit u, v ∈ C1,2(D) des solutions bornées de l'équation ∂tw−∆w =
F (w). On suppose que F et F ′ sont continues et bornées sur U , où U est un
ouvert qui contient les valeurs prises par u et v.

Alors, si u(0, x) ≤ v(0, x) sur RN , on a u(t, x) ≤ v(t, x) sur D.

10 Inégalité de Harnack parabolique

Soit N ∈ N∗, et Ω un ouvert de RN . Soit T > 0 et D le cylindre ]0,+∞[×Ω ⊂
RN+1. Soit P un opérateur uniformément parabolique dé�ni par

Pu = ∂tu−
∑

1≤i,j≤N

aij(t, x)∂iju−
N∑
i=1

bi(t, x)∂iu− c(t, x)u,

avec aij , bi, c ∈ L∞loc(D)

10.1 Inégalité de Harnack classique

Théorème 10.1 ([10]). Soient D et P véri�ant les hypothèses du début de la
section 10. Soient τ > 0 et 0 < R1 < R2.

Il existe une constante CH > 0 telle que pour tous (t, x) ∈]2τ,+∞[×RN
véri�ant BRN (x,R2) ⊂ Ω, et pour toute fonction u ∈ C1,2(D) à valeurs dans
R+ qui véri�e Pu = 0 sur [t− 2τ ; t]× Ω, on a

max
B(x,R1)

u(t− τ, ·) ≤ CH min
B(x,R1)

u(t, ·).

En particulier, la solution positive d'un problème parabolique linéaire ne
peut pas osciller trop fortement. Par ailleurs, on sait déjà, par le principe du
maximum fort, qu'elle ne peut pas atteindre zéro en t sans s'annuler pour t ≤ t.
Remarque. Il est nécessaire que le décalage τ soit strictement positif pour
que le théorème 10.1 soit vrai. En e�et, pour N = 1, x0 ∈ R, et u(t, x) =
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1√
4πt

exp
(
− (x+x0)2

4t

)
la solution de l'équation de la chaleur, alors pour t = 1,

x = 0, et tout R > 0, on a

maxx∈B(0,R) u(1, x)

minx∈B(0,R) u(1, x)
≥ u(1, 0)

u(1, R)
= e

(R+x0)2−x20
4 = e

2Rx0+R2

4 ,

qui n'est pas majoré par une constante CH > 0 quand x0 → +∞.

10.2 Inégalité de Harnack ra�née

Bien que le théorème 10.1 soit faux pour τ = 0, sous certaines hypothèses
supplémentaires, on peut prouver le théorème suivant, où aucun décalage n'est
requis. On n'en donne qu'une version simpli�ée, qui nous su�t dans le cadre de
ce rapport.

Théorème 10.2. [2]Soient D et P véri�ant les hypothèses du début de la sec-
tion 10. On suppose qu'il existe K > 0 tel que

aij(t, x) ≤ K, bi(t, x) ≤ K, c(t, x) ≤ K, ∀(t, x) ∈]0,+∞[×RN .

Soit également R > 0, δ > 0, U > 0, t > 0.
Il existe une constante C ′H > 0 telle que pour tout x ∈ RN , et pour toute

fonction u ∈ C1,2(D) à valeurs dans R+ qui véri�e Pu = 0 sur D et ||u||L∞(D) ≤
U , on a

max
B(x,R)

u(t, ·) ≤ C ′H min
B(x,R)

u(t, ·) + δ.
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